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PRESENTATION DE LA COLLECTION 
« MATHEMATIQUES APPLIQUEES POUR 

LA MAITRISE » 


La Collection Mathematiques appliquees pour la maitrise a pour but de presenter les 
principales theories mathematiques generates directement orientees vers les applications, 
de les developper de maniere rigoureuse, et d’indiquer explicitement et avec precision la 
tres grande variete de leurs applications. 

Des theories mathematiques generates orientees vers les applications sont, notamment, 
les fondements de l’analyse des equations differentielles et aux derivees partielles , lineaires 
ou non, qui « gouvernent » tellement de situations en Physique, en Mecanique, en Chimie, 
etc., et jusqu’en Econometrie! Ce sont aussi les outils principaux de VAnalyse Numerique , 
prealables obliges au traitement sur ordinateur : analyse numerique matricielle, methodes 
de l’optimisation, methodes de differences finies ou d’elements finis pour l’approximation 
des solutions d’equations aux derivees partielles; c’est aussi la Statistique , dont les 
applications sont universelles, et ou l’ordinateur a apporte, la encore, une impulsion 
nouvelle considerable; c’est aussi la Mecanique des Solides et la Mecanique des Fluides 
dont une connaissance deja serieuse est indispensable a tout mathematicien applique. 

Ces theories generales sont, dans la Collection, developpees de maniere rigoureuse, 
par le biais des solutions les plus synthetiques, les plus elegantes et les plus « confirmees »; 
elle fournissent ainsi tous les outils necessaires pour aborder la grande majorite des 
problemes poses quotidiennement par les applications. Les theories generales presentees 
dans cette Collection ont d’ailleurs ete elaborees pour faire face precisement aux 
applications , c’est-a-dire a des problemes poses dans des disciplines parfois tres eloignees 
des mathematiques mais neanmoins susceptibles d’etre formalises de fagon mathematique. 

Ces memes theories devraient egalement servir de point de depart pour l’etude des 
nouveaux problemes poses par les applications; il est en effet essentiel de savoir que ces 
nouveaux problemes, d’importance fondamentale, se presentent sous la forme de questions 
complement « ouvertes ». Apres le prealable d’une modelisation mathematique souvent 
deja imparfaite, la seule fagon de les aborder reside alors dans un traitement « massif » sur 
ordinateur, a Vaide precisement des methodes et des outils fondamentaux presentes dans cette 
Collection. 

C’est pourquoi cette Collection, qui s’adresse a tous les etudiants du Deuxieme Cycle 
de Mathematiques dites « appliquees », mais aussi (au moins pour certains de ses volumes) 
aux etudiants du Deuxieme Cycle de Mathematiques dites « pures », de Mecanique, de 
Physique, aux eleves des Grandes Ecoles d’Ingenieurs,..., devrait non seulement initier ses 
lecteurs a des theories rigoureuses et elegantes, tout en leur fournissant un outil deja 
utilisable dans de tres nombreuses applications, mais aussi, nous l’esperons, leur donner le 
desir d’aller bien au-dela. 

Pour l’accueil comprehensif qu’elle a bien voulu reserver a cette Collection, il nous est 
particulierement agreable de remercier la maison Masson, en la personne notamment de 
M. J. F. Le Grand. Nous tenons egalement a remercier bien vivement M. A. Warusfel, 
dont l’activite et le devouement ont beaucoup contribue a la conception et a l’elaboration 
de cette Collection. 


P. G. CIARLET J. L. LIONS 
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NOTATIONS 


Notations generates 


E' espace dual de E 

< , > produit scalaire dans la dualite E', E 

U = a] = {x'J(x) = a} 

B(x 0 , r) = {x; \\x - x 0 || < r} boule ouverte, centree en x 0 de rayon r 
B e = {xeE; ||x||< 1} 
epi cp = {(x, X); cp(x) < X} epigraphe de cp 


<p* 

JSP(E, F) 
M- 1 
D(A) 
G(A) 
N(A) 
R(A) 
a(E, E') 
a(E', E) 


P 

p.p. 

|A| 

Supp / 

f * 0 

Pn 


fonction conjuguee de (p 

espace des operateurs lineaires continus de E dans F 
orthogonal de M 
domaine de l’operateur A 
graphe de l’operateur A 
noyau de l’operateur A 
image de l’operateur A 
topologie faible definie sur E 
topologie faible * definie sur E' 
convergence faible 
injection canonique de E dans E" 


exposant conjugue de p, c’est-a-dire 
presque partout 

mesure (de Lebesgue) de l’ensemble 
support de la fonction / 
produit de convolution 
suite regularisante 


1 1 

—I—- 

P P 


1 


(x h f)(x) = f(x + h) translate de la fonction / 


(!) cc Q 

Pk 

I I 

P(T) 

a(T) 

VP(T) 

J X = (\ + \A)- 1 

A, = AJi 


Vn = — 


du du 


D“m 


dx x dx 2 

()*i + «2 + • 


dx“‘.x“ 2 


ouvert co fortement inclus dans Q, c’est-a-dire co compact et co 

projection sur le convexe ferme K 

norme Hilbertienne 

ensemble resolvant de l’operateur T 

spectre de l’operateur T 

valeur propre de Foperateur T 

resolvante de Foperateur A 

regularisee Yosida de Foperateur A 

du . , 

grad u 

N 

M = Z 


ft 


3 a N 

, . dXN 


dx N 
-U , 


N 


Am = V —j = Laplacien de 

i =i dxf 

4-1 


dN 




f X = (x', X N ) E I 


x R, x N > 0} 
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NOTATIONS 


Q = [x = (x\ x N ) e [R N 1 x [R; |x'| < 1 et |x N | < 1} 
Q+ = Q n IR + 

Qo = [x e Q; x N = 0} 

(D,,m)(.v) = -j- (u(x + h) - u(x)) 


du 

dn 


derivee normale exterieure 


Espaces fonctionnels 

Q c: [R n ouvert, 

f Q = T = frontiere de Q, 

L P (Q) = [u mesurable sur Q et \u\ p dx < oo}, 1 ^ p < oo, 

Jo 

L x (Q) = {u mesurable sur Q et il existe C tel que |m(x)| ^ C p.p. sur Q} 

C c (Q) fonctions continues a support compact dans Q 

C fc (Q) fonctions k fois continument differentiables sur Q (k entier ^ 0) 

C*(Q) = n C k (Q) 

k^O 

C k c (Q) =C l (Q)nC c (Q) 

C*_(Q) = C* (Q) n C c (Q) = ^(Q) 

C(C2) fonctions continues sur Q 

C k (Q.) fonctions u de C*(Q) telles que pour chaque multi-indice a, |a| ^ /c, 

Fapplication xefi h D a u(x) se prolonge continument sur Q 

C' (H) =flc‘(ft) 

k 

C°'(Cl) = |«eC(Q); sup < ool avec 0 < a < 1 

{ x.yen \x - jf J 

= [u 6 C‘(Q); D4eC°-’(Q) V/\ \j\ $ k} 

W 1 '", W'o", W m -'\ H 1 , H m espaces de Sobolev. 




INTRODUCTION 


Cet ouvrage reprend sous une forme sensiblement plus elaboree un cours de Maitrise 
enseigne a l’Universite Pierre et Marie Curie (Paris VI). II suppose connus les elements de 
base de Topologie generate, d’Integration et de Calcul differentiel. 

La premiere partie du cours (Chapitres I a VII) developpe des resultats « abstraits » 
d’Analyse Fonctionnelle. La seconde partie (Chapitres VIII a X) concerne l’etude d’espaces 
fonctionnels « concrets » qui interviennent en theorie des equations aux derivees partielles; 
on y montre comment des theoremes d’existence « abstraits » permettent de resoudre des 
equations aux derivees partielles. Ces deux branches de l’Analyse sont etroitement liees. 
Historiquement, l’Analyse Fonctionnelle «abstraite» s’est d’abord developpee pour 
repondre a des questions soulevees par la resolution d’equations aux derivees partielles. 
Inversement, les progres de FAnalyse Fonctionnelle « abstraite » ont considerablement 
stimule la theorie des equations aux derivees partielles. Ce cours ne contient aucune 
reference historique; nous recommandons au lecteur de consulter Pouvrage de 
J. Dieudonne [3]. Nous esperons que ce livre pourra etre utile tant aux etudiants interesses 
par les «Mathematiques Pures» qu’a ceux qui desirent s’orienter vers les 
« Mathematiques Appliquees ». 

Je remercie 

— M. G. Tronel qui m’a suggere de nombreuses ameliorations. 

— MM. Ph. Ciarlet et P. Rabinowitz pour leurs precieux conseils et encouragements. 

— MM. Berestycki, Gallouet, Kavian, Me Intosh pour leurs remarques utiles. 

- Le Mathematics Research Center, University of Wisconsin, et le Department of 
Mathematics, University of Chicago, ou des parties de ce livre ont ete redigees. 

Je dedie ce livre a la memoire de Guido Stampacchia, en hommage a un Maitre de 
l’Analyse Fonctionnelle, disparu prematurement. 


H. BREZIS 



XIV 


Avertissements 

1) La notation [EX] fait reference a l’ouvrage de H. Brezis, Analyse Fonctionnelle , 
Recueil de Problemes et Exercices Masson. 

Certains resultats enonces dans ce volume sont demontres en exercices dans [EX]. 

2) Certains enonces ou paragraphes sont precedes du symbole •; il s’agit de passages 
tres importants. Le symbole * precede certains enonces qui peuvent etre omis en premiere 
lecture. 

3) Nous avons adopte une numerotation continue pour les propositions, theoremes et 
corollaires; seuls les lemmes sont numerotes separement. 

4) Dans tout cet ouvrage nous considerons uniquement des espaces vectoriels sur U (ce 
qui est regrettable, mais simplifie la presentation). La plupart des enonces restent valables 
pour les espaces vectoriels sur C; quelques modifications sont parfois necessaires. Dans 
[EX] on dresse la liste des changements a apporter lorsque Fon travaille avec des espaces 
vectoriels sur C. 



I 


LES THEOREMES 
DE HAHN-BANACH. 
INTRODUCTION A LA THEORIE 

DES FONCTIONS 
CONVEXES CONJUGUEES 


1.1. Forme analytique du theoreme de Hahn-Banach : 
prolongement des formes lineaires 


Soit E un espace vectoriel sur R. Rappelons qu’une forme lineaire est une application 
lineaire definie sur E, ou sur un sous-espace vectoriel de E, a valeurs dans R. Le resultat 
essentiel du §1.1 concerne le prolongement d’une forme lineaire definie sur un sous-espace 
vectoriel de E en une forme lineaire definie sur E tout entier. 

Theoreme 1.1 (Hahn-Banach, forme analytique). — Soit p : E -► R une application verifiant 

(1) P(Xx) = Xp( x) Vx g E et VX > 0, 

(2) p(x + y) ^ p(x) + p(y) Vx, ye E. 

Soit d'autre part , G c: E un sous-espace vectoriel et soit g : G -> R une application lineaire 
telle que 

(3) g(x) ^ p(x) Vx g G. 

Alors il existe une forme lineaire f definie sur E qui prolonge g, i.e. 

g(x) = /(x) Vx g G 

et telle que 

(4) f(x)^p(x) VxgE. 

La demonstration du theoreme 1.1 fait appel au lemme de Zorn dont nous 
rappelons l’enonce. Commengons par preciser quelques notions de la theorie des ensembles 
ordonnes. 

Soit P un ensemble muni d’une relation d’ordre (partiel) notee ^. On dit qu’un sous- 
ensemble Q c= P est totalement ordonne si pour tout couple a,b de Q on a (au moins) l’une 
des relations a ^ b ou b ^ a. 
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Soit Q c= P un sous-ensemble de P; on dit que c e P est un majorant de Q si pour tout 
ae Q Ton a a ^ c. 

On dit que m e P est un element maximal de P si pour tout x e P tel que m ^ x on a 
necessairement x — m. 

Enfin, on dit que P est inductif si tout sous-ensemble totalement ordonne de P admet 
un majorant. 


Lemme 1.1 (Zorn). — Tout ensemble ordonne , inductif] non vide , admet un element 
maximal. 

On trouvera une demonstration du lemme de Zorn (a partir de l’axiome du choix) 
dans N. Dunford-J. Schwartz [1] (Vol. 1, Theoreme 1.2.7.), P. Dubreil-M. L. Dubreil Jacotin 
[1] (Chap. 6) ou bien dans Lang [1]. 

Remarque 1. — II n’est pas indispensable pour un analyste de connaitre la demonstration 
du lemme de Zorn, par contre il est essentiel de bien comprendre Tenonce et de savoir 
l’utiliser. Le lemme de Zorn a de nombreuses et tres importantes applications en Analyse; 
c’est un outil indispensable pour etablir certains resultats d’existence. 


Demonstration du theoreme 1.1. — On considere l’ensemble 

h : D(h) c= E -► U avec D(/i) sous-espace vectoricl de E, h lineaire, 
G c= D(/i), h prolonge g et h(x) ^ p(x) V.xeD(li) 



P est muni de la relation d’ordre 

(h { ^ h 2 ) o (D(/2j) c= D(/i 2 ) et h 2 prolonge h^. 

II est clair que P n’est pas vide puisque g e P. D’autre part, P est inductif. En effet soit 
Q c P un sous-ensemble totalement ordonne; on note Q = (h t ) iel . On definit 

D(h) = U D (hi) et h(x) = hfx) si xeDf/i,). 

/ e I 

On verifie que cette definition a bien un sens, que h e P et que h est un majorant de Q. II 
resulte du lemme de Zorn que P admet un element maximal note f Prouvons que 

D(/) = E — ce qui achevera la demonstration du theoreme 1.1. Raisonnons par 

l’absurde et supposons que D(/) # E. Soit x 0 £ D(/); posons D(h) = D(/) 4- lRx 0 et, 
pour xgD (/), h(x + tx 0 ) = f(x) + Vx (t e U) ou a est une constante qui sera fixee 
ulterieurement de maniere a ce que he P. On doit done s’assurer que 

/(x) + ra ^ p(x 4- tx 0 ) Vx e D(/), Vr e U. 

Grace a (1) il suffit de verifier que 

| f(x) + a < p(x + x 0 ) Vx e D(/) 

1/M - a < p(x - x 0 ) Vx e D(/). 

Autrement dit, il faut choisir a tel que 

Sup {/(y) - p(y - x 0 )} < a < Inf {p(x + x 0 ) - /(x)}. 

ye DU) «D (/) 
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Un tel choix est possible puisque 

/O') - p(y - *o) < p(x + x 0 ) - f(x) Vx e D(/), Vy e D (/); 
en effet on notera que 

fix) + fiy) < p(x + y) < p(x + x 0 ) + p(y - x 0 ) 

grace a (2). 

On conclut que / est majoree par h et que f ^ h; ceci contredit la maximalite de /. 

Indiquons maintenant quelques applications simples du theoreme 1.1 lorsque E est un 
espace vectoriel norme (e.v.n.) de norme || ||. 

Notation : On designe par E' le dual (topologique) /) de E i.e. l’espace des formes lineaires 
et continues sur E; E' est muni de la norme duale ( 2 ) 

(5) I I/I I e' = Sup |/(x)| = Sup f(x). 

xeE x e E 

11*11 ^ 1 11*11 ^ 1 

Lorsque / e E' et x e E on notera generalement </ x> au lieu de /(x); on dit que< , >est le 

produit scalaire dans la dualite E', E. 


• Corollaire 1.2. — Soit G un sous-espace vectoriel de E et soit g: G -► U une application 
lineaire et continue de norme 

IWI G ' = Sup g(x). 

xeG 

IWI<1 

Alors il existe f e E' qui prolonge g et tel que 

II/IIe' = IWIg'- 

Demonstration. — Appliquer le theoreme 1.1 avec p(x) = ||gf|| G ' ||x||. 

• Corollaire 1.3. — Pour tout x 0 e E il existe f 0 e E' tel que 

ll/oll = Ikoll et <f 0 , x 0 > = ||x 0 || 2 . 

Demonstration. — Appliquer le corollaire 1.2 avec G = Rx 0 et g(tx 0 ) = t||x 0 || 2 de sorte 
que Halle = IM- 

Remarque 2. — L’element f 0 defini au corollaire 1.3 n’est pas unique en general (essayer 
de fabriquer un exemple ou voir [EX]). Neanmoins si E' est strictement convexe ( 3 ) — ce 
qui est le cas par exemple si E est un espace de Hilbert (voir chapitre V) ou bien si 
E = L^Q) avec 1 < p < oc (voir chapitre IV) — alors f 0 est unique. De maniere generale 
on note, pour chaque x 0 e E, 

F(x 0 ) = {/ 0 6 E'; ll/oll = ||x 0 || et </ 0 ,x 0 > = ||x 0 || 2 }. 


i 1 ) Dans la litterature americaine le dual topologique de E est designe par E*. Attention aux 
confusions ! 

( 2 ) En general on ecrira simplement ||/|| au lieu de ||/|| E ' sauf s’il y a une ambiguite. 

( 3 ) On dit qu’un espace vectoriel norme E est strictement convexe si Vx, y e E avec ||x|| = ||y|| = 1 
et x # y on a ||tx + (1 — Oyll < 1 Vre]0, 1[. 
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L’application (multivoque) x 0 i—> F (x 0 ) est l’application de dualite de E dans E'; on 
trouvera certaines de ses proprietes dans [EX]. 


• Corollaire 1.4. — Pour tout x g E on a 

(6) ||x|| = Sup | </, x> | = Max |</*,x>|. 

/e E' feW 

ll/ll <1 ll/ll 


Demonstration. — Supposons que x # 0. Il est clair que 

Sup |</, x>| ^ ||x||. 

few 

ll/ll 

D’autre part (corollaire 1.3) on sait qu’il existe f 0 e E' tel que ||/ 0 || = ||x|| et 
</o,*> = IM| 2 . On pose f x = HxirV'o de sorte que \\f t \\ = 1 et (f x , x> = ||x||. 

Remarque 3. — II convient de distinguer la formule (5) qui est une definition et la formule 
(6) qui est un resultat. En general, le « Sup » qui apparait dans (5) n’est pas un « Max » i.e. 
il n’est pas atteint (voir un exemple dans [EX]). Toutefois ce « Sup » est atteint si E est un 
espace de Banach reflexif (voir chapitre III); un theoreme difficile du a R. C. James 
affirme la reciproque : si E est un espace de Banach tel que pour tout fe E' le « Sup » en 
(5) est atteint, alors E est reflexif (voir par exemple Diestel [1], chapitre I ou Holmes [1]). 


1.2. Formes geometriques du theoreme de Hahn-Banach : 
separation des ensembles convexes 


Commengons par quelques preliminaires sur les hyperplans. Dans toute la suite E 
designe un e.v.n. 

Definition. — Un hyperplan (affine) est un ensemble de la forme 

H = {xgE; /(x) = a} 

ou f est une forme lineaire ( J ) sur E, non identiquement nulle et a e U. On dit que H est 

/’hyperplan d’equation [/ = a]. 

Proposition 1.5. — Vhyperplan d'equation [/ = a] est ferme si et seulement si f est 
continue. 

Demonstration. — II est clair que si / est continue alors H est ferme. Reciproquement, 
supposons que H est ferme. Le complementaire 0 H de H est ouvert et non vide (puisque 


( x ) Pas necessairement continue (lorsque E est de dimension infinie il existe toujours des formes 
lineaires non continues; voir [EX]). 
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/ # 0). Soil x 0 e CH et supposons (pour fixer les idees) que /(x 0 ) < a. Soit r > 0 tel que 
B(x 0 , r) c= QH ou 

B(x 0 , r) = {x g E; ||x - x 0 || < r}. 

On a 


(7) /(*) < a VxgB (x 0 ,r). 

En effet supposons que f(x x ) > a pour un certain Xj eB(x 0 ,r). Le segment 
{x r = (1 - t)x 0 + tx x ; te [0, 1]} 

est contenu dans B(x 0 ,r) et done f(x t ) # a Vt e [0, 1] ; par ailleurs f(x t ) = a pour 
f(x i) ~ a 


t = 


/(xi) - /(x 0 ) 


ce qui est absurde et done (7) est demontre. II resulte de (7) que 

f(x 0 + rz) < a. Vz g B(0, 1). 

1 


Par consequent / est continue et ||/|| ^ - (a — /(x 0 )). 

r 


Definition. — Soient A c E et B c E. On dit que l’hyperplan H d’equation [/ = a] 
separe A et B au sens large si Ton a 

/(x) ^ a Vx g A et /(x) ^ a VxgB. 

On dit que H separe A et B au sens strict s’il existe s > 0 tel que 

/(x)0-£ VxgA et /(x) ^ a + s VxgB. 

Geometriquement la separation exprime que A et B se situent « de part et d’autre de H ». 



Rappelons enfin qu’un ensemble A c= E est convexe si 

tx + (1 — t)y g A Vx, y g A, Vt g [0, 1]. 

• Theoreme 1.6(Hahn-Banach, premiere forme geometrique). — Soient A c E^B c E deux 
ensembles convexes , non vides et disjoints. On suppose que A est ouvert. Alors il existe un 
hyperplan ferme qui separe A et B au sens large. 

La demonstration du theoreme 1.6 est basee sur les deux lemmes suivants 

Lemme 1.2 (Jauge d’un convexe). — Soit C c E«« convexe ouvert avec OgC. Pour tout x e E 
on pose: 

(8) p(x) = Inf {a > 0; a _1 x g C} 

(on dit que p est la jauge de C). 
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Alovs p verifie (1), (2) et 

(9) il existe M tel que 0 ^ p(x) ^ M||x|| Vx g E, 

(10) C = (xgE; p(x) < 1}. 

Demonstration du lemme 1.2. — Soit r > 0 tel que B(0, r) c= C; il est clair que 

p(x) ^ - ||x|| Vx g E. 
r 

D’ou (9). 

La propriete (1) est evidente. 

Prouvons (10). Supposons d’abord que x e C; comme C est ouvert, (1 + e)xeC pour 

1 

e > 0 assez petit. Done p(x) ^-< 1. Inversement si p(x) < 1 il existe 0 < a < 1 tel 

1+8 

que a _1 xeC et done x = a(a“ *x) + (1 — a)0 g C. 

x 

Prouvons (2). Soient x, y e E et soit 8 > 0. D’apres (1) et (10) on sait que-e C 

p(x) + e 

y tx (1 — t)y 

et - g C. Done-1-- g C pour tout t g [0, 11. En particulier pour 

p(y ) + e p(x ) + e P(y ) + e 

p(x) + e x + y 

t =-on obtient- g C. On en deduit, grace a (1) et (10), 

p(x) + p(y) + 2e p(x) + p(y) + 2e 

que p(x + y) < p(x) + p(y) + 2e Ve > 0. D’ou (2). 

Lemme 1.3. — Soit C c: E un convexe ouvert non vide et soit x 0 g E avec x 0 <£ C. 
Alovs il existe / G E' tel que f(x) < f(x 0 ) Vx g C. En particulier Vhyperplan d'equation 
[/ = /(x 0 )] separe {x 0 } et C au sens large. 

Demonstration du lemme 1.3. — Par translation on peut toujours supposer que 0 g C et 
introduire la jauge de C (lemme 1.2) notee p. On considere G = (Rx 0 et la forme lineaire g 
definie sur G par 

g(tx 0 ) = t, t g U. 

Il est clair que 

g(x) ^ p(x) Vx g G 

(prendre x = tx 0 et distinguer les cas t > 0 et t ^ 0). Grace au theoreme 1.1, il existe une 
forme lineaire / sur E, qui prolonge g , et telle que 

/(x) ^ p(x) Vx g E. 

En particulier on a/(x 0 ) = 1 et/est continue grace a (9). D’autre part on deduit de (10) que 
/(x) < 1 pour tout x g C. 

Demonstration du thEoreme 1.6. — On pose C = A — B de sorte que C est convexe 
(verification facile), C est ouvert (noter que C = JJ (A — y)) et 0 £ C (puisque 

yeB 

A n B = 0). D’apres le lemme 1.3 il existe fe E' tel que 


f(z) <0 Vz g C 
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c’est-a-dire 
On fixe a g U avec 


fix) < f(y) Vx e A, Vy e B. 


Sup/(x) ^ a < Inf f(y) 

x e A y e B 


et done l’hyperplan d’equation [/ = a] separe au sens large A et B. 


• Theoreme 1.7 (Hahn-Banach, deuxieme forme geometrique). — Soient A c= E et B c= E 
deux ensembles convexes , non vides , disjoints. On suppose que A est ferme et que B est 
compact. Aloes il existe un hyperplan ferme qui separe A et B au sens strict . 

Demonstration. — Pour s > 0 on pose A e = A + B(0, s) et B £ = B 4- B(0, e) de sorte que 
A £ et B £ sont convexes, ouverts et non vides. De plus, pour e > 0 assez petit, A £ et B £ sont 
disjoints (sinon on pourrait trouver des suites e„ -> 0, x„eA et y n g B telles que 
|| x„ — || < 2e„; on pourrait ensuite extraire une sous-suite y„ L -> y e A n B). D’apres le 

theoreme 1.6, il existe un hyperplan ferme d’equation [/ = a] qui separe A £ et B £ au sens 
large. On a done 

f(x 4 £z) ^ a ^ f(y -f ez) Vx g A, Vv g B, Vz g B(0, 1). 

Il en resulte que 

f(x) + 8||/|| < a ^f(y) - e||/||, Vx g A, Vy g B. 

On conclut que A et B sont separes au sens strict par l’hyperplan [/ = a] puisque ||/|| # 0. 

Remarque 4. — Soient A c E et B c E deux ensembles convexes, non vides, disjoints. 
Sans hypothese supplementaire on ne peut pas toujours separer A et B au sens large par un 
hyperplan ferme. On peut meme construire un exemple oil A et B sont deux convexes 
fermes, non vides, disjoints tels qu’il n’existe aucun hyperplan ferme separant A et B au 
sens large; voir [EX]. Toutefois si E est un espace de dimension finie on peut toujours 
separer au sens large deux convexes A et B, non vides, disjoints (sans hypothese 
supplementaire !); voir [EX]. 

Indiquons enfin un corollaire tres utile lorsque Ton cherche a prouver qu’un sous- 
espace vectoriel est dense. 

• Corollaire 1.8. — Soit F c= E un sous-espace vectoriel tel que F # E. Alors il existe 
f e E', / # 0 tel que 


</, jc> = 0 Vx g F. 

Demonstration. — Soit x 0 eE, x 0 £ F. On applique le theoreme 1.7 avec A = F et 
B = [xo}. Il existe done J'e E',/ # 0 tel que l’hyperplan d’equation [/ = a] separe au sens 
strict F et {x 0 }. On a 

if x> < a < </, x 0 > Vx g F. 

D’ou il resulte que </, x) = 0 Vx g F, puisque X if x) < a pour tout X e U. 

• Remarque 5. — On applique souvent le corollaire 1.8 pour montrer qu’un sous-espace 
vectoriel F c= E est dense. On considere une forme lineaire et continue / sur E telle que 
/ = 0 sur F et on prouve que / est identiquement nulle sur E. 
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1.3. Introduction a la theorie des fonctions 
convexes conjuguees 

Commengons par quelques preliminaries sur les fonctions semi-continues 
inferieurement et sur les fonctions convexes. 

Dans cette section on considere des fonctions cp definies sur un ensemble E a valeurs dans 
] — oo, -l- oo]; done (p peut prendre la valeur + oo, (mais la valeur — oo est exclue). 
On designe par D(cp) le domaine de cp e’est-a-dire l’ensemble 

D(cp) = {x e E; cp(x) < -I- oo}. 


Notation. L’epigraphe de cp est l’ensemble 

epi 9 = {[x, X] e E x U ; cp(x) ^ X] (*). 

On suppose maintenant que E est un espace topologique. Rappelons la 


Definition. — Une fonction cp : E -► ] — oo, + oo] est dite semi-continue inferieurement 
(s.c.i.) si pour tout XeIR l’ensemble [cp ^ X] = {xgE; cp(x) ^ X} est ferme. 

Nous utiliserons quelques proprietes elementaires des fonctions s.c.i. (voir Choquet [1] ou 
Dixmier [1]) : 

(a) Si cp est s.c.i., alors epi cp est ferme dans E x U ; et reciproquement. 

(b) Si cp est s.c.i., alors pour tout x e E et tout e > 0 il existe un voisinage V de x tel que : 

cp(y) ^ cp(x) - 8 V_ye V; 

et reciproquement. 

II en resulte en particulier que si cp est s.c.i. et si x„ -> x, alors : 

lim inf cp(x„) ^ cp(x). 

(c) Si cp t et cp 2 sont s.c.i. alors cp x + cp 2 est s.c.i. 

(d) Si (cp,) igI est une famille de fonctions s.c.i. alors l’enveloppe superieure des (cp,) est 
s.c.i. e’est-a-dire la fonction cp definie par 


est s.c.i. 


(p(x) = Sup cp;(x) 

i e I 


(i e ) Si E est compact et si cp est s.c.i., alors 9 atteint sa borne inferieure sur E. 


On suppose maintenant que E est un espace vectoriel. Rappelons la 


Definition. — Une fonction 9 : E -► ] - 00 , + 00 ] est dite convexe si 

9 (tx + (1 - t)y) ^ t 9 (x) + (1 - t)y(y) Vx, ye E, Vf e ]0, 1[. 

Nous utiliserons quelques proprietes elementaires des fonctions convexes : 

(a) Si 9 est une fonction convexe, alors epi 9 est un ensemble convexe dans E x U ; et 
reciproquement. 

(b) Si 9 est une fonction convexe, alors pour tout X e IR l’ensemble [9 ^ X] est 
convexe; mais la reciproque n’est pas vraie. 


( x ) Insistons sur le fait que IR = ] — 00 , + oof et done ici X ne prend pas la valeur + 00 . 
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(c) Si cp t et cp 2 sont des fonctions convexes, alors cp x + cp 2 est convexe. 

(i d) Si (cPi) I 6l est une famille de fonctions convexes alors Fenveloppe superieure des (cp,) 
est convexe. 

On suppose dans toute la suite que E est un e.v.n. 

Definition. Etant donnee une fonction cp : E -> ] — oo, -f oo] telle que cp ^ + oo (i.e. 
D(cp) # 0) on definit la fonction cp* : E' -► ] — oo, 4- oo], conjuguee de cp par 


<P*(/) = Sup {</, x> - cp(x)} (/e E'). 

_xeE_ 

Notons que cp* est une fonction convexe s.c.i. sur E\ En effet, pour chaque xeE fixe 
l’application / i—► </ x> — cp(x) est convexe et continue, done s.c.i. Par suite, Tenveloppe 
superieure de ces fonctions (lorsque x parcourt l’ensemble d’indices E) est convexe et s.c.i. 

Proposition 1.9. — On suppose que cp est convexe , s.c.i. et cp ^ + oo. Alors cp* ^ + oo. 

Demonstration. — Soit x 0 e D(cp) et soit X 0 < cp(x 0 ). On applique le theoreme 1.7 (Hahn- 
Banach, deuxieme forme geometrique) dans Tespace E x U avec A = epi cp et 

B = {[x 0 , Mi¬ 



ll existe done un hyperplan ferme H dans E x U d’equation [d> = a] qui separe 

strictement A et B. Noter que l’application xeE h d)([x, 0]) est une forme lineaire et 

continue sur E et done d>([x, 0]) = </, x) pour un certain /e E'. Posant k = d>([0, 1]) on a 
alors 

0([x, X\) = </, x> -|- kX pour tout [x, X] e E x U. 

Ecrivant que O > a sur A et O < a sur B on obtient : 

</, x> -f- kX > oc, V [x, X~] e epi cp 


et 

En particular on a 
( 11 ) 

et done 


if, X 0 > + k ^o < «• 

</, x> 4- /ccp(x) > a Vx g D(cp) 

</, x 0 > + fc<p(x 0 ) > a > (f, x 0 > + kx 0 . 
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D’ou k > 0. On deduit de (11) que 


< - x> - <PW < - ^ Vx e D((p) 


et par suite cp* (—-/)< + oo. 


On definit maintenant, lorsque cp* ^ + oo, la fonction cp** : E -► ] — oo, + oo] par 
<p**(x) = Sup {</, x> - cp*(/)|. 

_/e£_ 

• Theoreme 1.10 (Fenchel-Moreau). — On suppose que cp est convexe , s.c.i. et cp =£ + oo. 
Alors cp** = cp. 


Demonstration. — On procede en deux etapes : 

l re etape. On suppose, de plus, que cp ^ 0. D’abord, il est clair que cp** ^ cp; en effet 
d’apres la definition de cp* on a 

</ x> ^ <p(x) + cp*(/) Vx 6 E, V/e E'. 

Pour prouver que cp** = cp on raisonne par l’absurde et on suppose qu’il existe un x 0 e E 
tel que 

cp**(x 0 ) < cp(x 0 ). 

Eventuellement on a cp(x 0 ) = + oo, mais on a toujours cp**(x 0 ) < + oo. On applique le 
theoreme 1.7 (Hahn-Banach, deuxieme forme geometrique) dans Fespace E x I avec 
A = epi cp et B = [x 0 , cp**(x 0 )]. II existe done — comme dans la demonstration de la 
proposition 1.9 — fe E\ keU et a e IR tels que 

(12) </, x} + kX > a, V[x, X] e epi cp 

(13) </, x 0 > 4- /ccp**(x 0 ) < a. 

II en resulte que k ^ 0 (choisir dans (12), x e D(cp) et X = n -> oo). [Ici, on ne peut pas 
conclure comme dans la demonstration de la proposition 1.9 que k > 0; on pourrait 
eventuellement avoir k = 0, ce qui correspondrait a un hyperplan H « vertical » dans 
E x U]. Soit s > 0; comme cp ^ 0 on a grace a (12): 

</, x> + (fc + c)cp(x) ^ a Vx g D(cp). 

( f \ a 

D’ou cp*-) ^-; d’apres la definition de cp**(x 0 ), il vient 

\ k + 8/ k -f 8 




/ 

k + 8 


*o> 



/ 


k + 8 


^ < - 


/ 

k + 8 


’*o> 


+ 


a 

k + 8 


Par suite 

if *0> + (^ + £ ) ( P**(- x o) ^ a V8 > 0, 

ce qui contredit (13). 

2 e etape : Le cas general. Soit f 0 e D(cp*) (D(cp*) # 0 d’apres la proposition 1.9). Pour se 
ramener au cas precedent on introduit la fonction 


cp(x) = cp(x) - </o,x> + cp*(/ 0 ) 
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de sorte que cp est convexe s.c.i., cp ^ + oo et cp ^ 0. Grace a la l re etape on sait que 
(cp)** = cp. Calculons maintenant (cp)* et (cp)**. On a 

(<P)*(/) = cp*(/ + / 0 ) - cp*(/ 0 ) 
et 

((p)**(x) = <p**(x) - </ 0 , x> + cp*(/o)- 

D’ou cp** = cp. 


Un exemple. 


Prenons cp(x) = ||x||. On verifie aisement que 


«p*(/) 


| 0 si ll/ll < 1 

1+00 si ll/ll > 1. 


Done 

cp**(x) = Sup </,x>. 

/€ E' 
ll/ll < 1 

Ecrivant l’egalite cp** = cp on retrouve (partiellement) le corollaire 1.4. 


Terminons ce chapitre avec une autre propriete des fonctions conjuguees. 

* Theoreme 1.11 (Fenchel-Rockafellar). — Soient cp et \|/ deux fonctions convexes. On 
suppose qu'il existe x 0 e E tel que cp(x 0 ) < + oo, v|/(x 0 ) < -f oo et cp est continue en x 0 . Alors 

Inf {<p(x) + y\i(x)} = Sup {-<?*(-/)- »|/*(/)} = Max {— q>*(— /) — v|/*(/)}. 

xeE /e E' /eE' 

La demonstration du theoremel.ll utilise le 

Lemme 1.4. — Soit C a E un ensemble convexe; alors Int C est convexe ( ! ). Si de plus 
Int C # 0, alors on a 

C = IntC. 

Pour la demonstration du lemme 1.4 voir par exemple L. Schwartz [2], Bourbaki [1] 
ou bien [EX]. 

Demonstration du theoreme 1. 11. — On pose 
a = Inf (cp(x) 4- v|/(x)} 

X 6 E 

b = Sup {- cp*(-/) - t*(/)} 

/eE’ 

On verifie aisement que b ^ a. D’autre part, on a ou bien a e R, ou bien a = — oo. Si 
cl — — oo la conclusion du theoreme 1. 11 est evidente. 

Supposons done que a e U. On note 

C = epi cp. 

II est clair que Int C # 0 (puisque cp est continue en x 0 ). On va maintenant appliquer le 


i 1 ) Int C designe l’interieur de C. 
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theoreme de Hahn-Banach, premiere forme geometrique, avec A = Int C et 
B = {[x,I]gE x K; X ^ a — \|/(x)}. 

A et B sont convexes, non vides; verifions qu’ils sont disjoints : si [x, X~] g A on a 

X > cp(x) ^ a — v|/(x) 

(d’apres la definition de a) et done [x, >,] ^ B. Par consequent il existe un hyperplan 
ferme H qui separe A et B au sens large. Done H separe aussi A et B au sens large. Or 
A = C d’apres le lemme 1.4. Par suite il existe f e E', k g U et a g U tels que l’hyperplan H 
d’equation [O = a] dans E x [R ou 

<*>([*, X-]) = (f, *> + kX 


separe C et B au sens large. 

On a done 

(14) </> x} + kX ^ cl V[x,l]eC 

(15) </, x> + kX < a V[x, X] e B. 

En choisissant x = x 0 et X -► + oo dans (14) on voit que k ^ 0. Montrons que 

(16) k > 0. 


Rappelons d’abord que O # 0 ce qui s’ecrit ||/|| + \k\ # 0. Raisonnons par l’absurde et 
supposons que k = 0. On aurait (d’apres (14) et (15)) 


</> X/ ^ a Vx g D((p) 
</, x> ^ a Vx g D(\|/). 


Or B(x 0 , 8 0 ) c= D(cp) pour e 0 > 0 assez petit et done 

</, *o + e o z > > a Vz g B(0, 1). 

Il en resulte que </x 0 > ^ a + £ 0 ll/ll* P ar ailleurs'ona 

</, *o> < a puisque x 0 g D(i|/). 

Done / = 0 — ce qui est absurde (car k = 0). On a done prouve (16). 
On deduit de (14) et (15) que 



et par suite 



Comme par ailleurs on a (d’apres la definition de b) 



On conclut que 
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Un exemple. — Soit K c E un convexe ferme non vide. On pose 


Ir( x ) 


| 0 si x g K 
[ + oo si x£K. 


I K est appelee la fonction indicatrice de K. Noter que I K est convexe, s.c.i. et I K ^ + oo. La 
fonction conjuguee l£ est appelee fonction d’appui de K. Montrons que pour tout x 0 g E 
on a 


(17) dist (x 0 , K) = Inf ||x - x 0 || = Max {</, x 0 > - I*(/)}. 

X 6 K / 6 E' 

ll/IKl 


En effet on a Inf ||x — x 0 || = Inf (cp(x) -f \|/(x)} avec 

x e K x e E 

<P(x) = II* - X 0 || et v|/(x) = I K (x). 
On applique le theoremel.ll. 


Remarque 6. — L’egalite (17) peut apporter des renseignements interessants dans les 
situations ou Inf ||x — x 0 || n’est pas atteint; voir un exemple dans [EX]. 

x e K 

La theorie des surfaces minima fournit un cadre tres instructif ou le probleme primal 
n’admet (en general) pas de solution (i.e. Inf (cp(x) + \|/(x)} n’est pas atteint) alors que le 

X € E 

probleme dual (i.e. Max {- cp*(-/) - v|/*(/)}) admet une solution; voir Ekeland- 

fe E' 

Temam [1]. 


Commentaires sur le chapitre I 

1) Generalisations et variantes des theoremes de Hahn-Banach. 

La premiere forme geometrique du theoreme de Hahn-Banach s’etend aux espaces 
vectoriels topologiques generaux. La deuxieme forme geometrique s’etend aux espaces 
localement convexes — espaces qui jouent un role important, entre autres en theorie des 
distributions (voir L. Schwartz [1]). Le lecteur interesse pourra consulter N. Bourbaki [1], 
Kelley-Namioka [1], G. Choquet [2] (Volume 2) et Taylor-Lay [1]. 

2) Applications des theoremes de Hahn-Banach. 

Elies sont nombreuses et variees. Nous en signalons quelques-unes : 
a) Le theoreme de Krein-Milman 

Rappelons d’abord quelques definitions. Soit E un e.v.n. et soit A c E. L’enveloppe 
convexe fermee de A - notee conv A — est le plus petit ensemble convexe ferme 
contenant A. Soit K c Eun ensemble convexe. On dit qu’un point x g K est extremal si 

^x = (1 — t)x 0 + tXj avec t e ]0, 1 [ et x 0 , Xj g => ^x 0 = Xj = x 

• Theoreme 1.12 (Krein-Milman). — Soit K c E un ensemble convexe compact. Alors K 
coincide avec Venveloppe convexe fermee de ses points extremaux. 
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Le theoreme de Krein-Milman a lui-meme beaucoup duplications et de 
prolongements (theoreme de representation integrate de Choquet, theoreme de Bochner, 
theoreme de Bernstein, etc.). Sur ce sujet, consulter Bourbaki [1], Choquet [2] (Volume 2), 
Phelps [1], Dunford-Schwartz [1] (Volume 1), Rudin [1], Larsen [1], Kelley- 
Namioka [1], Edwards [1], Dellacherie-Meyer [1] (Chapitre X), Taylor-Lay [1], Diestel 
[2] et [EX]. 

b) En theorie des equations aux derivees partielles. 

Citons en particulier, l’existence d’une solution elementaire pour tout operateur 
differentiel P(D) a coefficients constants, non identiquement nul (theoreme de Malgrange- 
Ehrenpreis); voir par exemple Hormander [1], Yosida [1], Rudin [1], Treves [2], Reed- 
Simon [1] (Volume 2). Dans le meme esprit, citons la demonstration de 1’existence d’une 
fonction de Green pour le Laplacien par la niethode de Garabedian et Lax; voir 
Garabedian [1]. 

3) Fonctions convexes. 

La theorie des fonctions convexes et des problemes en dualite s’est considerablement 
developpee depuis une trentaine d’annees; voir Moreau [1], Rockafellar [1] Ekeland- 
Temam[l]. Parmi les applications citons entre autres : 

a) La theorie des jeux, Veconomie , /’ optimisation , la programmation convexe; voir 
Aubin[l], [2], Karlin [1], Balakrishnan [1], Barbu-Precupanu [1], Moulin-Fogelman [1], 
Stoer-Witzgall [1]. 

b) La mecanique ; voir Moreau [2], Duvaut-Lions [1], Germain [1], Particle de 
Temam-Strang [1] et les commentaires de Germain qui font suite a cet article. Noter aussi 
Putilisation de la dualite dans un probleme intervenant en theorie des plasmas (voir 
Damlamian[l] et les references citees). 

c) La theorie des operateurs monotones et des semi-groupes non lineaires , voir 
Brezis [1]. 

d) Les problemes variationnels lies a la recherche de solutions periodiques pour les 
systemes hamiltoniens et les equations non lineaires de cordes vibrantes, voir les travaux 
recents de Clarke, Ekeland, Lasry, Brezis, Coron, Nirenberg (citons par exemple Clarke- 
Ekeland [1], Brezis-Coron-Nirenberg [1] et les references de ces articles). 

4) Prolongement d’operateurs lineaires continus. — Soient E et F deux espaces de Banach. 
Soit G c E un sous-espace vectoriel ferme et soit g : G -► F un operateur lineaire continu. 
On peut se poser la question de savoir s’il existe /: E -► F operateur lineaire continu qui 
prolonge g. Noter que le corollaire 1.2 resout le probleme seulement si F = U. La reponse 
est affirmative dans certains cas : 

a) Si dim F < oo, on peut choisir une base dans F et appliquer le corollaire 1.2 a 
chaque composante de g. 

b) Si G admet un supplemental topologique (voir chapitre II); ceci est le cas par 
exemple si dim G < oo ou bien si codim G < oo, ou bien si E est un espace de Hilbert. 

La reponse est negative dans le cas general, meme si E et F sont des espaces reflexifs 
(voir [EX]). 

Bien entendu on peut aussi se poser la question de savoir quand il existe un 
prolongement / de g tel que ||/|| r(E F ) = II^II^g, f) • C e probleme est difficile. 
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LES THEOREMES 
DE BANACH-STEINHAUS 
ET DU GRAPHE FERME. 
RELATIONS D’ORTHOGONALITE. 
OPERATEURS NON-BORNES. 

NOTION D’ADJOINT. 
CARACTERISATION 
DES OPERATEURS SURJECTIFS 


II.l. Rappel du lemme de Baire 


Le lemme suivant est un resultat classique qui joue un role essentiel dans les 
demonstrations du chapitre II. 


Lemme II.l (Baire). — Soit X un espace metrique complet. Soit (XJ^j une suite de fermes. 
On suppose que 


Alors 


Int X„ = 0 pour chaque n ^ 1. 



Remarque 1. — Le lemme de Baire est en general utilise sous la forme suivante. Soit X un 

00 

espace metrique complet non vide. Soit (X n ) n ^ { une suite de fermes telle que (J X„ = X. 

n= 1 

Alors il existe n 0 tel que Int X„ o ^ 0. 

Demonstration. — On pose 0„ = 0X„ de sorte que 0„ est un ouvert dense. II s’agit de 

00 

montrer que G = p) 0„ est dense dans X. 

n= 1 

Soit co un ouvert non vide de X ; on va prouver que co n G # 0. 

On note 


B(x, r) = {yeX; d(y, x) < r}. 
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On choisit x 0 e oo et r 0 > 0 arbitrages tels que 

B(x 0 , r o ) <= co. 

On choisit ensuite x x g B(x 0 , r 0 ) n O t et > 0 tels que 

B(x,, rj) c= B(x 0 , r 0 ) n 0 { 

0 < Tj < — 

1 2 

ceci est possible puisque 0 { est ouvert et dense. Ainsi de suite, on construit par recurrence 
deux suites (x„) et ( r n ) telles que 

B (x„+i> r n+i) <= B (x n , O 0»+i Vn 0 

0<r„ +1 <\ 

II en resulte que la suite (x„) est de Cauchy; soit x„ -► /. Comme x n+p e B(x„, r n ) pour tout 
n ^ 0 et tout p ^ 0, on obtient a la limite (quand p -► oo) : 

/ g B(x„, r„) Vn ^ 0. 

En particulier / g co n G. 


II.2. Le theoreme de Banach-Steinhaus 

Notation. — Soient E et F deux e.v.n. On designe par if (E, F) l’espace des operateurs 
lineaires et continus de E dans F muni de la norme 

l|T||* (E , F )= Sup IITxll 

X 6 E 
IWI ^ l 

On pose if (E) = if (E, E). 

• Theoreme II. 1 (Banach-Steinhaus). — Soient E et F deux espaces de Banach . Soit (T,) jeI 
une famille (non necessairement denombrable) d’operateurs lineaires et continus de E 
dans F. On suppose que 

0) 

Alors 

(2) Sup m\^F) < °°- 

i € I 

Autre me nt dit , il existe une cons tan te c telle que 

P>|| ^ c||x|| VxgE, VigI. 


Sup ||T,x|| <oo Vx g E. 

i e I 


Remarque 2. — Dans la litterature americaine le theoreme II. 1 est souvent designe sous le 
nom de Principle of Uniform Boundedness — ce qui exprime bien le contenu du resultat : 
on deduit une estimation uniforme a partir d’estimations ponctuelles. 
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Demonstration. — Pour chaque entier n ^ 1 on pose 
X„ = {xeE; Vi el ||T>|| ^ 
de sorte que X„ est ferme et grace a (1) on a 


U X„ = E. 


II resulte du lemme de Baire que Int X„ o ^ 0 pour un certain n 0 ^ 0. Soient x 0 e E et 
r > 0 tels que B(x 0 , r) c= X„ o . On a 

l|T,(x 0 -I- rz) || < n 0 Vi el, Vz e B(0, 1). 

Par consequent il vient 


r l|T i || J ^( E> p) ^ n o + l|T,oc 0 ||; 


d’ou (2). 


Indiquons quelques corollaires immediats du theoreme de Banach-Steinhaus. 

Corollaire II.2. — Soient E et F deux espaces de Banach. Soit (T„) une suite tToperateurs 
lineaires et continus de E dans F tels que pour chaque x e E, T„x converge quand n -> oo 
vers une limite no tee Tx. 

Alors on a 

( a ) Sup F ) < °° 

n 

(b) Tg^(E, F) 

( c ) IIT||* (Ei f) ^ l|TJ|^( E , f)* 

n~+ oo 


Demonstration. - (a) resulte directement du theoreme II.1. II existe done une constante c 
telle que 

l|T„x|| ^ c||x|| V«, VxeE. 

A la limite on obtient 

||Tx|| ^ c||x|| Vx e E. 

D’autre part il est clair que T est lineaire; d’ou (b). 

Enfin on a 

l|T„x|| ^ ||TJ|* (EiF) ||x|| VxeE 

et (c) s’en deduit. 

• Corollaire II.3. — Soit G un espace de Banach et soit B un sous-ensemble de G. 
On suppose que: 

(3) pour tout f e G' Vensemble /(B) = |J </ x) est borne (dans R). 

xeB 


Alors 

( 4 ) 


B est borne. 
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Demonstration. — On applique le theoreme II. 1 avec E = G, F = 
chaque be B on pose 


de sorte que 


T b (f) = </, b\ fe E = G' 
Sup |T„(/)| < oo V/g E. 

b e B 


Grace au theoreme II. 1 il existe une constante c telle que 
\<fb> | ^ cll/ll V/g G' Vh g B. 

Par consequent on a 
(voir corollaire 1.4). 


^ c Vh g B 


R et I = B. Pour 


Remarque 3. — Pour verifier qu’un ensemble est borne il suffit de le « regarder » a travers 
toutes les formes lineaires continues : c’est ce que Ton fait en general en dimension finie en 
utilisant les composantes sur une base. Le corollaire II.3 remplace en dimension infinie le 
recours a une base. On exprime aussi la conclusion du corollaire II.3 en disant que 
« faiblement borne » => « fortement borne » (voir chapitre III). 

On a un enonce « dual » du corollaire 11.3 : 


Corollaire II.4. — Soit G un espace de Banach et soit B' un sous-ensemhle de G'. 

On suppose que 

(5) pour tout x g G Vensemble <B', x) = |J </, jc> est borne (dans 1R). 

/e B' 

Alors 

(6) B' est borne. 

Demonstration. — On applique le theoreme II. 1 avec E = G, F = R, I = B\ Pour chaque 
be B' on pose 

T b (x) = < b, x) (x g G = E) 

et on conclut qu’il existe une constante c telle que 

|<fc,x>| ^ c||x|| V^gB', VxgG. 

Done (par definition de la norme duale) 

||fc||^c Vb g B'. 


II.3. Theoreme de l’application ouverte 
et theoreme du graphe ferme 


Les resultats fondamentaux suivants sont dus a Banach. 

• Theoreme II.5 (Theoreme de Tapplication ouverte). — Soient E et F deux espaces de 
Banach et soit T un operateur lineaire continu et surjectif de E sur F. 

Alors il existe une constante c > 0 telle que 


(7) 


T(B e (0, 1)) =3 B f (0, c). 
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Remarque 4. — La propriete (7) entraine que T transforme tout ouvert de E en un ouvert de 
F (d’ou le nom de ce theoreme !). En effet soit U un ouvert de E; montrons que T(U) est 
ouvert. Soit y 0 e T(U), de sorte que y 0 = Tx 0 avec x 0 g U. Soit r > 0 tel que B(x 0 , r) c= U 
i.e. x 0 + B(0, r) c= U. On a alors 


Or, d’apres (7) on a 
et par consequent 


+ T(B(0, r)) c= T(U). 
T(B(0, r)) => B(0, rc) 
B(*» rc) c= T(U). 


On deduit immediatement du theoreme II.5 le 


• Corollaire II.6. — Soient E et F deux espaces de Banach et soit T un operateur line air e 
continu et bijectif de E sur F. Alors T _1 est continu de F dans E. 


Demonstration du corollaire II.6. — La relation (7) exprime que pour tout x g E tel que 
|| Tx || < c, alors ||x|| < 1. Par homogeneite il vient 


l|x|| <-||Tx|| VxgE 
c 

et done T -1 est continu. 


• Remarque 5. — Soit E un espace vectoriel muni de deux normes ||x||j et ||x|| 2 . On 
suppose que E muni de chacune des normes || || x et || || 2 est un espace de Banach. On 
suppose de plus qu’il existe une constante C ^ 0 telle que 

l|x || 2 ^ CHxlU VxgE. 

Alors il existe une constante c > 0 telle que 

IMIi < C||x || 2 Vxg E. 

Autrement dit les deux normes sont equivalentes. Il suflfit d’appliquer le corollaire II.6 avec 
E = (E, || ||j), F = (E, || || 2 ) et T = Id. 


Demonstration du theoreme II. 5. — La demonstration se fait en deux etapes : 

Premiere etape. — Soit T un operateur lineaire et surjectif de E sur F. Alors il existe c > 0 
tel que 

(8) T(B(0, 1)) => B(0, 2c). 


Demonstration. — On pose X„ = «T(B(0, 1)); comme T est surjectif on a (J X„ = F et 

n = 1 

grace au lemme de Baire on sait qu’il existe n 0 tel que Int X„ o ^ 0. Il en resulte que 

Int [T(B(0, 1))] # 0. 


Soient c > 0 et y 0 g F tels que 

< 9 ) BCVo. 4 c) c T(B(0, 1)). 


En particulier >> o gT(B( 0, 1)), et par symetrie on a 
< 10 ) - y o eT(B(0, 1)). 


H. Brezis. — Analyse Fonctionnelle 


2 
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Par addition de (9) et (10) on obtient 

B(0, 4c) cz T(B(0, 1)) + T(B(0, 1)). 

Enfin, comme T(B(0, 1)) est convexe on a 

T(B(0, 1)) + T(B(0, 1)) = 2T(B(0, 1)). 

D’ou (8). 

Deuxieme etape. — Soit T un operateur lineaire et continu de E dans F qui verifie (8). 
Alors on a 


(11) T(B(0,1)) => B(0, c). 

Demonstration. — Fixons ye F avec ||y|| < c. On cherche xgE tel que 

||xc|| <1 et Tx = y. 


D’apres (8) on sait que 


( 12 ) 


Ve > 0 3z e E avec ||z|| < - et \\y — Tz|| < e. 


On choisit e = - et on obtient un z, e E avec 
2 


l*iII < ^ et II y - Tz i\\ < 


Appliquant le meme procede avec y — T z t (au lieu de ^) et avec e = - , on obtient un 
z 2 6 E tel que 


IM<7 et \\(y - TzJ - Tz 2 || < -• 

4 4 

Ainsi de suite, on construit par recurrence une suite (zj telle que 

1 c 

ll*JI < — et - T(zj + z 2 + • • • + z„)|| < — Vn. 

Done la suite x„ = z { + z 2 + * * * + z n est de Cauchy. Soit x„ -► x; on a ||x|| < 1 et 
y = Tx puisque T est continue. 


• Theoreme II.7. — (Theoreme du graphe ferine). - Soient Eet¥ deux espaces de Banach. 
Soit T un operateur lineaire de E dans F. On suppose que le graphe de T, G(T), est ferme 
dans E x F. Alors 

T est continu. 

Remarque 6. — Bien entendu la reciproque est vraie puisque toute application continue 
(lineaire ou non lineaire) a un graphe ferme. 

Demonstration du theoreme II. 7. — On applique la remarque 5. On considere sur E les 
deux normes 

IWIi =I|x|| e + ||Tx|| f ( 1 ) et ||x|| 2 = ||x|| E . 


( J ) Cette norme est appelee la norme du graphe. 
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Comme G(T) est ferme, E muni de la norme || ||j est un espace de Banach. D’autre part 
||xH 2 ^ ||x||i. Par consequent ces deux normes sont equivalentes : il existe une constante 
c > 0 telle que \\x\\ { ^ c||x|| 2 . Done ||Tx|| F ^ c||x|| E . 


* II.4. Supplementaire topologique. 

Operateurs inversibles a droite (resp. a gauche) 


CommenQons par decrire quelques proprietes geometriques des sous-espaces fermes 
d’un espace de Banach qui resultent du theoreme de l’application ouverte. 

* Theoreme II.8. — Soit E un espace de Banach . Soient G et L deux sous-espaces 
vectoriels fermes tels que 

G + L est ferme. 

Alors il existe une constante C ^ 0 telle que 

J tout z e G + L admet une decomposition de la forme 
[ z = x + y avec xeG, yeL, M C C ||z|| et |M| < C ||z||. 

Demonstration. — On considere Tespace produit G x L muni de la norme 

mx^ii = iixii + w 

et Tespace G + L muni de la norme de E. L’application T:GxL->G + L definie par 
T[x, y] = x + y est lineaire continue et surjective. D’apres le theoreme de l’application 
ouverte il existe une constante c > 0 telle que tout zeG + L avec ||z|| < c s’ecrive 
z = x + y avec x e G, y e L et ||x|| -I- \\y\\ < 1. Par homogeneite tout zeG + L s’ecrit 

1 

z = x + y avec xeG, ye L et 11*11 -I- \\y\\ < - IM|. 

c 

* Corollaire II.9. — Memes hypotheses qu f au theoreme II.8. Alors il existe une constante C 
telle que 

(14) dist (x, G n L) ^ C[dist (x, G) + dist (x, L)] Vx e E. 

Demonstration. — Soient x e E et 8 > 0. Il existe a e G et be L tels que 
||x — a\\ ^ dist (x, G) + s, ||x — b\\ ^ dist (x, L) + e. 

La propriete (13) appliquee a z = a — b montre qu’il existe d'eG, b’ e L tels que 
a — b = a' + b\ Ha'll ^ C||a - b\\, \\b'\\ ^ C||a - b\\. 

Par suite a — a' e G n L et 

dist(x, G n L) ^ ||x — (a - a')\\ ^ ||x — a\\ + ||a'|| 

^ ||x - a|| + C||a - b\\ ^ ||x - a|| + C(||x - a|| + ||x - b\\) 

^ (1 + C) [dist (x, G) + dist (x, L)] + (1 + 2C)e. 

On en deduit (14) en faisant tendre e vers 0. 
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Remarque 7. — La reciproque du corollaire II.9 est vraie : si G et L sont deux sous-espaces 
fermes verifiant (14) alors G 4- L est ferme (voir [EX]). 

Definition. — Soit G c E un sous-espace ferme d’un espace de Banach E. On dit qu’un 
sous-espace L de E est un supplementaire topologique de G si : 

(i) L est ferme 

(ii) G n L = {0} et G + L = E. 

Dans ce cas tout zeE s’ecrit de fagon unique z = x + y avec x e G, y e L. II resulte 
du theoreme II.8 que les projecteurs z i—► x et z i —> y sont des operateurs lineaires et 
continus. (Cette propriete pourrait servir a definir les supplementaires topologiques). 

Exemples. 

1) Tout sous-espace G de dimension finie admet un supplementaire topologique. En 

n 

effet soit e l9 e 2 , .. .,e„ une base de G. Pour xeG on ecrit x = £ x i e i et on definit 

, = L 

<p f (x) = x f . On prolonge chaque cp t en une forme lineaire et continue <p f sur E (grace au 
theoreme de Hahn-Banach, forme analytique — ou plus precisement corollaire 1.2). On 

n 

verifie aisement que L = P| (cpi) _1 (0) est un supplementaire topologique de G. 

i= 1 

2) Tout sous-espace ferme G de codimension finie admet un supplementaire 
topologique. En effet il suffit de choisir n’importe quel supplementaire algebrique (il est 
automatiquement ferme puisque de dimension finie). 

Voici un exemple typique de cette situation. Soit N <= E' un sous-espace de 
dimension p. Alors 

G = {xeE; </, x> = 0 V/eN) 
est ferme et de codimension p. 

En effet, soit f l9 f 2 , .. .,/ p une base de N. Alors il existe e t , e 2 , . . e p e E tels que 
<fr ej> = 8, 7 V|, 7 =1,2 . p. 

[Considerer l’application d> : E -► U p definie par 

x e E O(x) = «/i, x>, </ 2 , x>, ..., </ p , x». 

L’application O est surjective — sinon par Hahn-Banach (deuxieme forme geometrique) on 
—¥ 

pourrait trouver a = (aj, a 2 , . .. a p ) ^ 0 tel que 

a . O(x) = < £ aJi, x> = 0 VxeE, 

i = 1 

ce qui est absurdej. 

On verifie aisement que les (<? f )i sont lineairement independants et que l’espace 
vectoriel engendre par les (^)i^,^ p est un supplementaire de G. 

3) Dans un espace de Hilbert tout sous-espace ferme G admet un supplementaire 
topologique (voir chapitre V.2). 

Remarque 8. — Meme dans les espaces reflexifs on peut construire des sous-espaces fermes 
qui ne possedent aucun supplementaire topologique. Un resultat remarquable de 
Lindenstrauss et Tzafriri [1] affirme que tout espace de Banach non isomorphe a un 
Hilbert possede des sous-espaces fermes sans supplementaire topologique. 
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Soit T un operateur lineaire continu et surjectif de E sur F. Le theoreme de 
l’application ouverte montre que : 

V/eF, 3xeE tel que Tx =/ et ||x|| ^ C||/||. 

II est naturel de se poser la question de savoir si Ton peut construire un operateur lineaire 
continu S de F dans E tel que T o S = Id F . On dit alors que S est un inverse a droite de T. 

* Theoreme II. 10. — Soit T un operateur lineaire , continu et surjectif de E sur F. 

Les proprietes suivantes sont equivalentes : 

(i) T admet un inverse a droite . 

(ii) N (T) = T ~ 1 (0) admet un supplemental topologique dans E. 

Demonstration. 

(i) => (ii). Soit S un inverse a droite de T. On verifie aisement que R(S) = S(F) est un 
supplemental topologique de N(T). 

(ii) => (i) Soit L un supplemental topologique de N(T). On designe par P la 
projection de E sur L (P est operateur lineaire continu). Etant donne f e F, on designe par x 
l’unedes solutions del’equationTx = /et on poseS/ = Px; on notera que S est independant 
du choix de x. On verifie aisement que S est un operateur lineaire continu tel que ToS = Id F . 

Remarque 9. — On peut construire des exemples d’espaces E et F reflexifs et d’operateurs 
surjectifs qui ne possedent pas d’inverse a droite. Considerer par exemple G c E sous-espace 
ferme sans supplemental topologique (remarque 8), F = E/G et T la projection canoni- 
que de E sur F (pour la definition et les proprietes de l’espace quotient E/G voir par exemple 
[EX]). 

De maniere analogue on dit que S est un inverse a gauche de T si S est un operateur 
lineaire continu de F sur E tel que S o T = Id E . 

* Theoreme 11.11. — Soit T un operateur lineaire , continu et injectif de E dans F. 

Les proprietes suiv antes sont equivalent es : 

(i) T admet un inverse d gauche . 

(ii) R(T) = T(E) est ferme et admet un supplemental topologique dans F. 

Demonstration. 

(i) => (ii) II est facile de verifier que R(T) est ferme et que N(S) est un supplemental 
topologique de R(T). 

(ii) => (i) Soit P un projecteur continu de F sur R(T). Soit f e F; comme P/e R(T), il 
existe x e E unique tel que P / = Tx. On definit S/ = x. II est clair que SoT = Id E ; d’autre 
part S est continu grace au corollaire II.6. 


II.5. Relations d’orthogonalite 

Notations. — Soit X un espace de Banach. 

Si M c= X est un sous-espace vectoriel on pose 

"M 1 = {fe X'; </ x) = 0 Vx e M}. 

Si N <z X' est un sous-espace vectoriel on pose 

~N^ {x e X; </. x) =0 V/eN}. 
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On dit que M 1 (resp N 1 ) est l’orthogonal de M (resp N). Remarquons que M 1 (resp N 1 ) est 
un sous-espace vectoriel ferme de X' (resp X). 

Commengons par un resultat simple : 

• Proposition 11.12. — Soit Me X un sous-espace vectoriel. Alors on a 

(M 1 ) 1 = M 

Soit N c= X' un sous-espace vectoriel . Alors on a 

(N 1 ) 1 id N. 

Remarque 10. — II peut se produire que (N 1 ) 1 # N; voir un exemple dans [EX]. On verra au 
chapitre III que si X est reflexif alors (N 1 ) 1 = N. Plus generalement on verra que si X est un 
espace de Banach quelconque alors (N 1 ) 1 coincide avec la fermeture de N pour la topologie 
a(X', X). 

Demonstration de la proposition 11.12. — II est clair que M c= (M 1 ) 1 et comme (M 1 ) 1 est 
ferme, on a M c= (M 1 ) 1 . 

Inversement montrons que (M 1 ) 1 c M. Raisonnons par 1’absurde et supposons qu’il 
existe x 0 g (M 1 ) 1 tel que x 0 ^ M. On separe alors {x 0 } et M au sens strict par un hyperplan 
ferme. Done il existe f e X' et a e U tels que 

(15) </, x> < a < </, x 0 > Vxg M. 

Comme M est un sous-espace vectoriel, il en resulte que </, x> = 0 Vx g M. Done f e M 1 ; et 
par suite </, x 0 > = 0 — ce qui contredit (15). 

De meme il est clair que N c= (N 1 ) 1 et done N c (N 1 ) 1 . 

Remarque 11. — Il est instructif d’essayer de poursuivre la demonstration pour tenter de 
prouver que (N 1 ) 1 = N. Supposons, par l’absurde, qu’il existe f 0 e (N 1 ) 1 tel que f 0 £ N. On 
separe alors {/ 0 } et N au sens strict par un hyperplan ferme dans X'. Done il existe cp e X"et 
a g U tels que 

cp(/) < a < cp(/ 0 ) V/gN. 

On a encore cp(/) = 0 V/e N, mais on ne peut pas poursuivre — sauf si « par hasard » il 
existe x 0 g X tel que 

cp(/) = </, x 0 > V/gX' 

(e’est exactement ce qui se produit lorsque X est reflexif!). 

Proposition 11.13. — Soient G et L deux sous-espaces fermes de X. On a 

(16) 

(17) 

Demonstration. — Preuve de (16). Il est clair que G n L c: (G 1 -I- L 1 ) 1 ; en effet si 
xgG nL et /gG 1 4- L 1 , alors </, x) = 0. Inversement on a G 1 c G 1 + L 1 et done 
(G 1 -I- L 1 ) 1 c: G 11 = G (noter que si Nj c: N 2 alors N 2 c N|); de meme 
(G 1 + L 1 ) 1 cz L. Done (G 1 + L 1 ) 1 c G n L. 

Preuve de (17). — Evident. 


G n L = (G 1 + L 1 ) 1 
G 1 n L 1 = (G j- L) 1 . 
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Corollaire 11.14. — Soient G et L deux sous-espaces fermes de X. On a 

(18) (G n L) 1 3 G 1 + L 1 

(19) (G 1 n L 1 ) 1 = G + L 
Demonstration. — Appliquer les propositions 11.12 et 11.13. 

Void maintenant un resultat plus profond : 

* Theoreme 11.15. — Soient G et L deux sous-espaces fermes de X. 

Les proprietes suivantes sont equivalentes : 

(a) G 4- L est ferme dans X 
(A) G 1 + L 1 est ferme dans X' 

(c) G + L = (G 1 n L 1 ) 1 

(d) G 1 + L 1 = (G n L) 1 . 

Demonstration. 

(a) o (c) resulte de (17). 

(d) => ( b ) est trivial. 

Reste done a montrer que (a) =► (d) et ( b ) => (a). 

(«) => (d). Grace a (16) il suffit de prouver que (G n L) 1 c G 1 + L 1 . Soit done 
/e(G n L) 1 . On definit une application (p : G + L U de la maniere suivante. Soit 
x e G + L, de sorte que x = a + b avec a e G et b e L. On pose 

cp(x) = </, a). 

On notera que (p est independant de la decomposition de x et que cp est lineaire. D’autre 
part (theoreme II.8) on peut choisir une decomposition de x telle que ||a|| ^ C||x|| et done 

|cp(x)| ^ C||x|| VxeG + L. 

On prolonge cp en une forme lineaire continue cp sur X. On obtient ainsi 
/ = (/ — cp) + cp avec / — (pe G 1 et cp e L 1 . 

(b ) => (a). On sait, grace au corollaire II.9, qu’il existe une constante C telle que 

(20) dist (f G 1 nL 1 KC [dist (/, G 1 ) 4- dist (/, L 1 )] V/eX' 

D’autre part on a 

(21) dist (f G 1 ) = Sup </, x> V/g X' 

xeG 

IMI<1 

[Appliquer le theoreme 1.11 avec cp(x) = I§" x (o. i)( x ) — if x ) et ty(x) = Ig( x )]* 

De meme on a 

(22) dist (f L 1 ) = Sup </, x> V/e X' 

xeL 
IWK l 
et 

(23) dist (f G i nL 1 ) = dist (f (G + L) 1 ) = Sup_ </, x> V/e X' 

xeG + L 
IWI^l 


(grace a (17)). 
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Combinant (20) (21) (22) et (23) on obtient 

(24) Sup^ a x> ^ C [Sup </, *> + Sup </, *>] V/eX'. 

xeG + L xeG xeL 

llxll^l IWI^l IWI^l 

II resulte de (24) que 

(25) B g (0, 1) + B l ( 0, 1) 3 i B^(0, 1). 

En effet, supposons — par Fabsurde — qu’il existe x 0 eG + L avec 
Poll < ^ et x ot Bo(0, 1) + B l (0, 1). 

On pourrait alors separer strictement {x 0 } et B o (0, I) + B L (0, l)par un hyperplan ferme 
dans X : il existerait /e X' et a e R tels que 

if x> < a < if x 0 > Vx e B o (0, 1) + B L (0, 1). 

Par consequent on obtiendrait 

Sup if x> + Sup if x> < a < if x 0 > 

xeG xeL 

IWI<1 \\x\W 

ce qui est en contradiction avec (24). On a done etabli (25). 

On considere enfin Fespace E = G x L muni de la norme 

!l[x, y]|| = Max {||x||, ||y||} 

et Fespace F = G + L muni de la norme de X. 

[.’application T : E -► F definie par T([x, y]) = x + y est lineaire continue, et d’apres (25) 
on sait que T(B E (0, 1)) 3 B F ^0, On conclut [voir la demonstration du theoreme II.5 
(theoreme de Fapplication ouverte), 2 e etape] que 

T(B E (0, D) 3 b f (o,^\ 

En particulier T est surjective de E sur F i.e. G + L = G + L. 


II.6. Introduction aux operateurs lineaires non-bornes. 
Definition de I’adjoint 


Definitions. — Soient E et F deux espaces de Banach. On appelle operateur lineaire non-borne 
de E dans F toute application lineaire A : D(A) c= E -► F definie sur un sous-espace 
vectoriel D(A) c= E, a valeurs dans F. D(A) est le domaine de A. 

On dit que A est borne s’il existe une constante c ^ 0 telle que 


ljAn|| ^ cM Vu e D(A). 
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Remarque 12. — II peut done arriver qu’un operateur non-borne soit borne. La 
terminologie n’est pas tres heureuse, mais elle est communement repandue et elle 
n’engendre pas de confusions ! 

Precisons quelques notations et definitions importantes 


Graphe de A = G(A) = |J [m, Am] c= E x F 

u 6 D(A) 

Image de A = R(A) = |J Au c F 

ueD(A) 

Noyau de A = N(A) = {u e D(A); Am = 0} <= E. 


Definition. — On dit qu’un operateur A est ferme si G(A) est ferme dans E x F. 

• Remarque 13. — Pour prouver qu’un operateur A est ferme on procede en general de la 
maniere suivante. On prend une suite (m„) dans D(A) telle que m„ -> u dans E et Am„ -► / 
dans F. II s’agit ensuite de verifier que 

(a) u e D(A) 

(b) f= Am. 


Remarque 14. — Si A est ferme, alors N(A) est ferme. 

Remarque 15. — En pratique, la plupart des operateurs non-bornes que Ton rencontrera 
sont fermes et a domaine D(A) dense dans E. 


Definition de (’adjoint A*. — Soit A : D(A) c E F un operateur non-borne a domaine 
dense. On va definir un operateur non-borne A* : D(A*) <= F' -► E' comme suit. On pose 

D(A*) = {veF’ ; 3c ^ 0 tel que |<i?, Am>| ^ c||m|| Vm e D(A)}. 

II est clair que D(A*) est un sous-espace vectoriel de F'. On va maintenant definir A*v pour 
v 6 D(A*). Etant donne v e D(A*) on considere l’application g : D(A) -> IR definie par 

g(u) = <v , Am), m g D(A). 

On a 

\g(u)\ ^ c||M|| VmgD(A). 

Grace au theoreme 1.1 (Hahn-Banach, forme analytique) on sait que g peut etre prolongee 
en une application lineaire f:E-+U telle que 


|/(m)| ^ c||m|| Vm g E. 

Par suite /g E'. On remarquera que le prolongement de g est unique puisque /est continue 
sur E et que D(A) est dense. 

On pose 

A*u =/. 


II est clair que A* est lineaire. L’operateur A* : D(A*) c F' -► E' est appele l’adjoint de A. 
On a par consequent la relation fondamentale suivante qui lie A et A* : 


(v , Am> f F = (A*v, u) E E Vm g D(A), Vv g D(A*) 


Remarque 16. — II n’est pas necessaire de faire appel au theoreme de Hahn-Banach pour 
prolonger g. II suffit d’utiliser le prolongement « par continuity » de g (puisque g est defini 
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sur D(A) dense, g est uniformement continue et U est complet); voir par exemple 
Choquet [1], theoreme 20-14 du chapitre V. 

* Remarque 17. — II peut se produire que D(A*) n’est pas dense dans F', meme si A est 
ferme; voir un exemple dans [EX]. Toutefois on montre que si A est ferme, alors D(A*) est 
dense dans F' pour la topologie a(F', F) defmie au chapitre III; voir [EX]. En particulier si 
F est reflexif, alors D(A*) est dense dans F' pour la topologie usuelle associee a la norme; 
voir §111.5. 

•Proposition 11.16. — Soit A : D(A) c= E -> F un operateur non-borne a domaine dense. 
Alors A* est ferme , i.e. G(A*) est ferme dans F' x E'. 

Demonstration. — Soit v n e D(A*) tel que v„ -* v dans F' et A*t; n -►/dans E'. II s’agit de 
prouver que (a) v e D(A*) et (b) A*v = /. Or on a 

An) = <A*y„, u} Vw e D(A). 

D’ou, a la limite il vient 

< v , Aw) = </, w> Vw 6 D(A). 

Par consequent v e D(A*) (d’apres la definition de D(A*)) et A*v = f 

Les graphes de A et A* sont lies par une relation d’orthogonalite tres simple. En effet, 
considerons l’application J : F x E' E' x F' defmie par 

J«>,/]) = [-/, vl 

Soit A un operateur non-borne, A : D(A) c E -► F avec D(A) = E. Alors on a 


J[G(A*)] = G(A) 1 


En effet, soit [y, /] e F' x E'; alors 

[r, f] g G(A*) o </, w> = <i?. Aw) Vw g D(A) 
o - </, w> + <», Aw) =0 Vw g D(A) 
o [-/, y] eG(A) 1 . 

II esf commode d’introduire l’espace X = E x F de sorte que X' = E' x F' et de 
considerer les sous-espaces G = G(A) et L = E x {0} dans X. On peut decrire N(A), 
N(A*), R(A) et R(A*) en termes de G et L. 

On verifie tres facilement que 


(26) 

N(A) x {0} = G n L 

(27) 

E x R(A) = G + L 

(28) 

{0} x N(A*) = 0^0^ 

(29) 

R(A*) x F = G 1 + L 1 


• Corollaire 11.17. — Soit A : D(A) c E -► F un operateur non-borne, ferme, avec 
D(A) = E. Alors on a 

(i) N(A) = RCA*) 1 

(ii) N(A*) = R(A) 1 

(iii) N(A) 1 =5 R(A*) 


(iv) NCA*) 1 = R(A). 
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Demonstration. — Preuve de (i). — D’apres (29) on a 

R(A *y- x {0} = (G 1 + L 1 ) 1 = G n L (grace a (16)) 

= N(A) x {0} (grace a (26)). 

Preuve de (ii). — D’apres (27) on a 

{0} x R(A) 1 = (G + L) 1 = G 1 n L 1 (grace a (17)) 

= {0} x N(A*) (grace a (28)). 

Preuve de (iii) et (iv). - Utiliser (i) (resp (ii)), passer a l’orthogonal et appliquer la 
proposition 11.12. 

Remarque 18. - A titre d’exercice on cherchera une demonstration directe de (i) et (ii) sans 
introduire G et L; voir [EX]. 

* Remarque 19. — II peut se produire, meme si A est un operateur lineaire et continu de 
E dans F que N(A) 1 ^ R(A*); voir un exemple dans [EX]. Toutefois (cf. remarque 10) on 
peut montrer que N(A) 1 coincide toujours avec la fermeture de R(A*) pour la topologie 
a(E', E); en particular si E est reflexif on a toujours N(A) 1 = R(A*). 


II.7. Caracterisation des operateurs a image fermee. 

Operateurs surjectifs. Operateurs bornes 

* Theoreme 11.18. — Soit A : D(A) c E -+ F un operateur non-borne y ferme , avec 
D(A) = E. Les proprietes suivantes sont equivalentes : 

(i) R(A) est ferme 

(ii) R(A*) est ferme 

(iii) R(A) = N(A*) 1 

(iv) R(A*) = N(A) 1 . 

Demonstration. - On reprend les notations introduites au § II.6. De sorte que 

(i) o G + L est ferme dans X (cf. (27)) 

(ii) o G- 1 -I- L 1 est ferme dans X' (cf. (29)) 

(iii) o G + L = (G 1 n L 1 ) 1 (cf. (27) et (28)) 

(iv) o (G n Lf = G 1 + L 1 (cf. (26) et (29)). 

On conclut grace au theoreme (11.15). 

Remarque 20. — Soit A : D(A) c E -► F un operateur non-borne, ferme. Alors R(A) est 
ferme si et seulement s’il existe une constante C telle que 

dist(u, N(A)) < C||Au|| Vu e D(A); 

voir [EX]. 

Le resultat qui suit est une caracterisation utile des operateurs surjectifs. 

* Theoreme 11.19. — Soit A: D(A) c E —► F un operateur non-borne , ferme , avec 
D(A) = E. Les proprietes suivantes sont equivalentes: 

(a) A est surjectif i.e. R(A) = F, 
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(A) il existe une constante C ^ 0 telle que 

INI ^ C||A*v|| Vv e D(A*) 

(c) N(A*) = {0} et R(A*) est ferme. 

Remarque 21. — En pratique si Fon cherche a etablir qu’un operateur A est surjectif, on 
utilise l’implication ( b) => (a) de la maniere suivante. On considere Fequation A*v = /avec 
f e E' et on montre que ||t;|| ^ C||/|| avec C independante de/. Cette technique s’appelle la 
methode des estimations a priori: on ne se preoccupe pas de savoir si Fequation A*v = f 
possede ou non une solution; on se donne a priori une solution de cette equation, et on 
cherche a estimer sa norme. 

Demonstration. 

(a) o (c). C’est une consequence directe du corollaire 11.17 et du theoreme 11.18. 
(A) => (c) est evident (raisonner par les suites de Cauchy) 

(c) => (A) Grace a (28) et (29) on sait que G 1 n L 1 = {0} et que G 1 + L 1 est ferme. 
On peut appliquer le theoreme II.8 : il existe une constante C telle que tout zeG 1 -I- L 1 se 
decompose de maniere unique (puisque G 1 n L 1 = {0}) en 

z = a + b avec aeG\ be L\ \\a\\ ^ C\\z\\ et ||A|| ^ C||z||. 

Soit v e D(A*), alors z = [A*y, 0] s’ecrit z = a + b avec 

a = [A*t>, - u] g G 1 et b = [0, i>] e L 1 . 

On a done 

\\b\\ = |N| ^ C||z|| = C||A*i;||. 

Remarque 22. — A titre d’exercice on etablira Fimplication (a) => (b) par une autre 
demonstration. On montrera que — sous Fhypothese (a) — Fensemble {veD(A*); 
||A*f|| ^ 1} est borne dans F' a Faide du theoreme de Banach-Steinhaus. 


« Symetriquement » on a le : 

* Theoreme 11.20. — Soit A : D(A) <z E -► F un operateur non-borne , ferme , avec 
D(A) = E. Les proprietes suivantes sont equivalentes : 

(a) A* est surjectif i.e. R(A*) = E' 

(A) il existe une constante C telle que 

INI < C||A W || Vw g D(A) 

(c) N(A) = {0} et R(A) est ferme. 

Demonstration. — Elle est en tous points semblable a celle du theoreme 11.19. Le lecteur 
pourra rediger les details a titre d’exercice. 

Remarque 23. — Si Fon suppose que dim E < oo ou bien que dim F < oo alors on a les 
equivalences : 

A surjectif <=> A* injectif 
A* surjectif A injectif. 
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En effet R(A) et R(A*) sont alors de dimension finie et done fermes. 

Dans le cas general on a seulement les implications 

A surjectif => A* injectif 
A* surjectif => A injectif. 

La reciproque est fausse comme le montre l’exemple suivant : 

E = F = / 2 ; a tout x e l 2 , x = (x n ) OI on associe Ax = ( - x n j de sorte que A = A*. 

\ H Jn>\ 

A* (resp A) est injectif mais A (resp A*) n’est pas surjectif; A (resp A*) est d’image dense, 
non fermee. 


Indiquons enfin une caracterisation des operateurs bornes : 


Theoreme 11.21. — Soit A : D(A) c E F «/i operateur non-borne, ferme, avec D(A) = E. 
Les proprietes suivantes sont equivalentes : 

(i) D(A) = E 

(ii) A est borne 

(iii) D(A*) = F 

(iv) A* est borne. 

Dans ces conditions on a 

ll^ll^(E, F) = ll^*ll^(F',E')- 

Demonstration. — (i) => (ii) Appliquer le theoreme du graphe ferme. 

(ii) => (iii) Appliquer la definition de D(A*). 

(iii) => (iv) Appliquer la proposition 11.16 et le theoreme du graphe ferme. 

* (iv) => (i) est plus delicat. Notons d’abord que D(A*) est ferme. En effet soit v„ e D(A*) 
avec v n -+ v dans F'. On a 

l|A*(i>„ - v m )\\ ^ c\\v n - v m \\; 

par consequent (A*i; n ) converge vers une limite / Comme A* est ferme, v e D(A*) et 
A*v = f Dans l’espace X = E x F, on considere les sous-espaces G = G(A) et 
L = {0} x F de sorte que 

G + L = D(A) x F et Gr 1 + L 1 = E' x D(A*). 

Par consequent G 1 -I- L 1 est ferme dans X'. Le theoreme 11.15 permet de conclure que 
G -I- L est ferme; done D(A) est ferme. Comme D(A) = E on en deduit que D(A) = E. 
Prouvons maintenant que ||A||^ (E F) = l|A*||^(p' E') • a 

<f, Am) = <A*u, w) Vw g E, Vve F'. 

Done 

l<», Am>| ^ ||A*|||HIM| 
et 


l|Au|| = Sup |<», Am)| ^ ||A*|| ||u|| 
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(grace au corollaire 1.4). Par suite ||A|| ^ ||A*||. Inversement on a 

IIA*»|| = Sup |<i4*o, a>| = Sup !<», Au>| < \\A\\\\v\\. 
IN I<1 IHI<1 

Par consequent ||A*|| ^ ||A||. 


Commentaires sur le chapitre II 


1) On peut decrire explicitement certains sous-espaces fermes qui ne possedent aucun 
supplemental topologique. Par exemple, c 0 ne possede aucun supplemental 
topologique dans /°° (voir DeVito[l]); rappelons que /°° designe l’espace des suites 

x = (x„) bornees de U muni de la norme ||x|| = Sup |x„| et c 0 est le sous-espace ferme des 

n 

suites telles que lim x n = 0. On trouvera d’autres exemples dans Rudin [1] (un sous- 

n~* oo 

espace de L 1 ) ou dans Kothe [1] et Beauzamy [1] (un sous-espace de / p , p ^ 2). 

2) La plupart des resultats du chapitre II s’etendent aux espaces de Frechet (espaces 
localement convexes, metrisables, complets). De nombreuses generalisations sont possibles; 
voir par exemple Schaefer [1], Horvath [1], Edwards [1], Treves [1], [3], Kothe [1]. Ces 
extensions sont motivees par la theorie des distributions (voir L. Schwartz [1]) ou beaucoup 
d’espaces importants ne sont pas des espaces de Banach. Pour les applications a la theorie 
des equations aux derivees partielles on pourra consulter Hormander [1], Treves 
[1] [2] [3]. 

3) On trouvera dans Kato [1] quelques prolongements des resultats du § II.5. 
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TOPOLOGIES FAIBLES. 

ESPACES REFLEXIFS. 
ESPACES SEPARABLES. 
ESPACES UNIFORMEMENT 

CONVEXES 


III.l. Rappel sur la topologie la moins fine rendant continues 
une famille duplications 


Commengons par un rappel de topologie generate. Soit X un ensemble et soit (Y,) ieI 
une famille d’espaces topologiques. Pour chaque i e I on se donne une application 
cp f : X -> Y,. 

Probleme 1. — Munir X d’une topologie qui rende continues toutes les applications (cp f ), eI . 
Si possible, construire la topologie la moins fine i.e. avec le minimum d’ouverts 
[autrement dit la topologie la plus « economique »] qui rende continue toutes les (cp,) ieI . 


Notons que si X est muni de la topologie discrete [i.e. tout sous-ensemble de X est 
ouvert], alors chaque cp f est continue; bien entendu cette topologie est loin d’etre 
«economique » — c’est meme la moins economique ! Soit co f c= Y, un ouvert, alors 
cpr 1 (<fy) est necessairement un ouvert pour la topologie . Lorsque co f decrit la famille des 
ouverts de Y, et que i decrit I, les cpr 1 (co t ) constituent une famille de sous-ensembles de X 
qui sont necessairement des ouverts de la topologie ; designons cette famille par (UJ XeA . 
La topologie est la topologie la moins fine telle que les (UJ XeA soient des ouverts. On est 
done ramene au probleme suivant : 

Probleme 2. — Construire la famille J* de sous-ensembles de X, la plus economique 
possible, qui soit stable par f] et |J et telle que U x e & pour tout X e A. La reponse 

finie quelconque 

au probleme 2 est donnee par la construction suivante : 

On considere d’abord les intersections finies i.e. f] U x , T <= A, T fini. On obtient 

XeT 

ainsi une famille O de sous-ensembles de X, stable par p|. On considere ensuite la famille 

finie 

& obtenue a l’aide des reunions quelconques d’elements de 0. II est clair que la famille 
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est stable par reunion quelconque; par contre, il n’est pas evident que la famille soit 
stable par p). C’est l’objet du 

finie 


Lemme III.l. — La famille & est stable par f). 

finie 

La demonstration du lemme III.l est laissee au lecteur. Elle constitue un agreable(!) 
divertissement en theorie des ensembles. 

Remarque 1. — On ne peut pas inverser 1’ordre des operations dans la construction de &. II 

eut ete tout aussi naturel de commencer par envisager les (J d’ensembles (UJ et 
ensuite de prendre les P|. quelconque 

finie 

La famille ainsi obtenue est bien entendu stable par P|, mais elle n’est pas stable par 

finie 

(J . II faudrait prendre encore une fois des reunions quelconques. 

quelconque 


Recapitulons : les ouverts de la topologie Id s’obtiennent en considerant d’abord des 
intersections finies d’ensembles de la forme cp/" 1 (co,), co, ouvert de Y f et ensuite des reunions 
quelconques. 

Etant donne un point x e X on obtient done une base de voisinages de x pour la 
topologie en considerant les ensembles de la forme p| cp/~ 1 (V,) ou V, est un voisinage de 
cp f (x) dansY,. fime 

Dans la suite on munit X de la topologie To ; rappelons quelques proprietes 
elementaires de cette topologie. 

• Proposition III.l. — Soit (x„) une suite de X. 

Alors x n -+ x si et seulement si cp,(x„) -► cp,(x) pour tout i e I. 

Demonstration. — Si x„ -► x, alors cp^xj -► cp,(x) pour tout i e I puisque chaque cp, est 
continue. 

Reciproquement, soit U un voisinage de x. D’apres ce qui precede on peut toujours 
supposer que U est de la forme U = D cp f _ 1 (V f ), J c I fini. Pour chaque ie J il existe un 

ieJ 

entier N, tel que cp^xj e V i pour n ^ N f . Soit N = Max N,-. On a done x„eU pour 

ie J 

n ^ N. 


• Proposition III.2. — Soit Z un espace topologique et soit v|/ une application de 7j dans X. 
Alors v|/ est continue si et seulement si cp f o \J/ est continue de Z dans Y, pour chaque i e I. 

Demonstration. — Si \|/ est continue, alors (p,-o\J/ est aussi continue pour chaque i e I. 
Inversement, soit U un ouvert de X; montrons que v|/~ 1 (U) est un ouvert de Z. On sait que 

U est de la forme U = u n cp, 1 (co,) avec co, ouvert de Y,. Par consequent 

quelconque finie 

t _i (U) = u n t -i [<pf= u n(<p,° *)->,-); 

quelconque finie quelconque finie 

ceci est un ouvert de Z puisque chaque application cp, o \|/ est continue. 
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III.2. Definition et proprietes elementaires 
de la topologie faible a(E, E') 


Soit E un espace de Banach et soit /e E'. On designe par q> f :E -+ U Fapplication 
definie par (py(x) = </, x>. Lorsque/decrit E' on obtient une famille (cP/)/ eE ' duplications 
de E dans U. 

Definition. — La topologie faible a(E, E') sur E est la topologie la moins fine sur E rendant 
continues toutesles applications (cp/)/- e E > (au sens du§ III. 1 avecX = E, Y f = Retl = E'). 


Proposition III.3. — La topologie faible ct(E, E') est separee. 


Demonstration. — Soient Xj, x 2 gE avec x x ^ x 2 . On cherche a construire O t et 0 2 
ouverts pour la topologie faible cr(E, E') tels que x 1 e0 1 , x 2 e0 2 et Oj n o 2 = 0. 
D’apres le theoreme de Hahn-Banach (deuxieme forme geometrique) il existe un hyperplan 
ferme separant {x x } et {x 2 } au sens strict. Done il existe fe E' et ae(R tels que 


</, x t > < a < </, x 2 >. 

On pose 

Oi = (xeE; </, x> < a} = (p/'Q- °o, a[) 

0 2 = {x e E; </ x> > a} = + oo[). 

O t et 0 2 sont des ouverts pour ct(E, E') qui verifient x x e Oj, x 2 e 0 2 et Oj n 0 2 = 0. 


Proposition III.4. — Soit x 0 e E; on obtient une base de voisinages de x 0 pour la topologie 
ct(E, E') en consider ant tous les ensembles de la forme 

V = {x g E; |</., x-x 0 > | <e Vi el} 

oii I est fini, f i eE'etz> 0. 

Demonstration. — Il est clair que V = H 9/ 1 G a i ~ + e[) avec a t = </j, x 0 > est un 

iel * 

ouvert pour la topologie a(E, E') et contient x 0 . Inversement soit U un voisinage de x 0 
pour a(E, E'). On sait (cf. § III.l) qu’il existe un voisinage W de x 0 , W c= U de la forme 

W = n 9/ 1 (w,), I fini, et co, voisinage (dans 1R) de </ f , x 0 ) = a t . Done il existe e > 0 

i e I 1 

tel que ]a, — e, + e[c co, pour chaque i e I. Par suite x 0 e V c W c U. 

Notation. — Etant donnee une suite (x„) de E, on designe par x n ^x la convergence de x„ 
vers x pour la topologie faible a(E, E'). Afin d’eviter les confusions on precisera souvent 
« x n -»> x faiblement pour a(E, E')». En cas d’ambiguite on insistera en disant « x n -+ x 
fortement » pour signifier que ||x„ — x|| -► 0. 

• Proposition III.5. — Soit (x„) une suite de E. On a 

(i) [x„ — x pour ct(E, E')] o [</, x„> ->• </, x> V/e E'] 

(ii) Si x n -> x fortement , alors x n x faiblement pour a(E, E') 

(iii) Si x n x faiblement pour a(E, E'), alors ||x„|| est bornee et ||x|| ^ lim inf ||x n ||. 

(iv) Si x n x faiblement pour a(E, E') et si f n -* f fortement dans E' (i.e. \\f„ — f\\ E -+ 0), 

alors </„, x„> - </, x>. 
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Demonstration. 

(i) resulte de la proposition III. 1 et de la definition de la topologie faible cr(E, E'). 

(ii) resulte de (i) puisque |</, x„> - </, x>| ^ ||/|| ||x„ - x||. 

Preuve de (iii). — On applique le corollaire 11.3 — qui est une consequence du theoreme de 
Banach-Steinhaus. II suffit done de verifier que pour chaque f e E' l’ensemble «/, x n »„ est 
borne. Or, pour chaque /e E', la suite </, x„> converge vers </, x) (en particulier elle est 
bornee). Soit f e E'; on a 


I</, *„>l ^ ll/H ||xj| 

et a la limite 


I <f *>l ^ ll/H lim inf ||xj|. 

Par consequent (corollaire 1.4) 

I|X|| = Sup Kf x>| ^ lim inf ||xj|. 
ll/IKi 


Preuve de (iv). — On a 

I</„, *„> - </ *>l ^ |</„ -/, X n >| 4- Kf X„ - x>| ^ || /„ - /HIM -f Kf *n - X>|. 
On conclut grace a (i) et (iii). 


Proposition III.6. — Lorsque E est de dimension finie, la topologie faible a(E, E') et la 
topologie usuelle coincident. En particulier une suite (x„) converge faiblement si et seulement 
si elle converge fortement. 

Demonstration. — La topologie faible a toujours moins d’ouverts que la topologie forte. 
Inversement nous devons verifier qu’un ouvert fort est un ouvert faible. Soit x 0 e E et soit 
U un voisinage de x 0 pour la topologie forte. II faut construire un voisinage V de x 0 pour 
la topologie faible a(E, E') tel que V <= U. Autrement dit, il faut trouver une partie finie 
de E' et e > 0 tels que 

V = {xgE; |</, x - x 0 >| < 8, Vi el} c U. 

Supposons que B(x 0 , r) U. On choisit une base e x , e 2 , ... e n de E avec ||e f || = 1, Vi. 

n 

Pour tout x e E, on a une decomposition x = £ x f e,; les applications x i—» x, definissent 

i = l 

n formes lineaires continues sur E notees f . On a alors 

n 

II* - X 0 || < X \<fi> x - *0>l < ne 

i= 1 

r 

pour x e V. Choisissant e = -> on obtient V c= U. 

n 

Remarque 2. — Les ouverts (resp. les fermes) de la topologie faible a(E, E') sont aussi 
ouverts (resp. fermes) pour la topologie forte. Lorsque E est de dimension infinie la topologie 
faible a(E, E') est strictement moins fine que la topologie forte i.e. il existe des ouverts (resp. 
des fermes) pour la topologie forte qui ne sont pas ouverts (resp. fermes) pour la topologie 
faible. Voici deux exemples : 
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Exemple 1. - L’ensemble S = {x e E; ||x|| = 1} n’est jamais ferme pour la topologie faible 
cr(E, E'). Plus precisement montrons que 

(1) S a<E E) = {xeE; ||x|| < 1} 

—a(E, E') 

[S designe la fermeture de S pour la topologie a(E, E')]. 

— a(E.E') 

Soit x 0 eE avec ||x 0 || < 1; verifions que x 0 eS . Soit done V un voisinage de x 0 pour 
a(E, E'); on va prouver que V n S ^ 0. On peut toujours supposer que V est de la forme 

V = {xeE; |</•, x - x 0 >| < £ Vi = 1, 2 ... n} 

avec 

e> 0 et ... /„eE'. 

Fixons y 0 e E, y 0 / 0 tel que 

</•. Vo) =0 Vi = 1, 2, ... n 
[un tel y 0 existe; sinon l’application cp : E -* IR" definie par 

<P(z) = «/-, 

serait injective et cp serait isomorphisme de E sur cp(E) — d’ou dim E < w]. 

La fonction g{t) = ||x 0 + ty 0 \\ est continue sur [0, -I- oo[ avec 


#(0) < 1 et lim g(t) = + oo. 

t~* + 00 

Done il existe t 0 > 0 tel que ||x 0 + t 0 y 0 \\ = 1. Par consequent x 0 -I- t 0 y 0 eV n SC 1 ). 
On vient de verifier que 

S c= {xeE; ||x|| < 1} <= $ a(E ’ E) 

On en deduit (1) si Ton sait que {xeE; ||x|| < 1} est ferme pour la topologie a(E, E') — 
ceci resulte du theoreme III.7. 

Exemple 2. — L’ensemble U = {xeE; ||x|| < 1} n’est jamais ouvert pour la topologie 
faible ct(E, E'). Plus precisement on va verifier que l’interieur de U pour a(E, E') est vide. 
En effet supposons — par l’absurde - qu’il existe x 0 e U et un voisinage V de x 0 pour 
a(E, E') tel que V c U. D’apres ce qui precede on sait que V contient une droite passant 
par x 0 — ce qui contredit V c U. 

Remarque 3. — Lorsque E est de dimension infinie la topologie faible a(E, E') n’est pas 
metrisable, i.e. il n’existe pas de metrique (et a fortiori pas de norme) definie sur E et qui 
induise sur E la topologie faible; voir [EX]. Toutefois on verra que si E' est separable on 
peut construire une metrique definie sur B = {xeE; ||x|| ^ 1} et qui induit sur B la meme 
topologie que la topologie faible a(E, E'); voir theoreme III.25'. 

* Remarque 4. — Lorsque E est de dimension infinie il existe en general des suites qui 
convergent faiblement mais qui ne convergent pas fortement. Par exemple si E' est 
separable (cf. § III.6) — ou bien si E est reflexif (cf. § III.5) — on peut toujours construire 
une suite (xj dans E telle que ||xj| = 1 et x„ 0 pour la topologie a(E, E'); voir [EX]. 
Neanmoins il existe des espaces de Banach de dimension infinie ou toute suite faiblement 


(*) L’interpretation geometrique de cette construction est la suivante. En dimension infinie tout 
voisinage V de x 0 pour la topologie a(E, E') contient une droite passant par x 0 — et meme un 
« enorme » espace affine passant par x 0 . 



38 


TOPOLOGIES FAIBLES. ESPACES REFLEXIFS 


convergente est fortement convergente. Par exemple E = Z 1 possede cette propriete 
« choquante » ; voir [EX]. Toutefois ces espaces sont plutot rares et « pathologiques ». Bien 
entendu ceci ne contredit pas le fait qu’en dimension infinie la topologie faible et la 
topologie forte sont toujours distinctes (cf. remarque 2). [Rappelons que deux espaces 
metriques qui possedent les memes suites convergentes, ont la meme topologie. Toutefois 
deux espaces topologiques qui possedent les memes suites convergentes n’ont pas 
necessairement la meme topologie]. 


III.3. Topologie faible, ensembles convexes, 
et operateurs lineaires 


Tout ensemble ferme pour la topologie faible a(E, E') est ferme pour la topologie 
forte. On a vu (remarque 2) que la reciproque est fausse en dimension infinie. Toutefois on 
va montrer que pour les ensembles convexes ces deux notions coincident. 

• Theoreme III.7. — Soit CcE convexe. Alors C est faiblement ferme pour a(E, E') si et 
seulement s'il est fortement ferme. 

Demonstration. — Supposons que C est fortement ferme et montrons qu’il est faiblement 
ferme. Verifions que QC est ouvert pour la topologie cr(E, E'). Soit done x 0 ^ C. D’apres le 
theoreme de Hahn-Banach il existe un hyperplan ferme separant au sens strict {x 0 } et C. 
Done il existe f e E' et a e 1R tels que 

_ </. * 0 > < a < </. y> Vy e C. 

Posons 

V = {x 6 E; </, x> < a}; 

de sorte que x 0 eV, V nC = 0 (i.e. V <= QC) et V est ouvert pour cr(E, E'). 

Remarque 5. — La demonstration precedente montre qu’un convexe ferme coincide avec 
l’intersection des demi-espaces fermes qui le contiennent. D’autre part, le theoreme III.7 
implique que si une suite (x„) converge faiblement vers x, alors il existe une suite de 
combinaisons convexes des x„ qui converge fortement versx (theoreme deMazur); voir [EX]. 

• Corollaire III.8. — Soity : E -► ]— oo, + oo\ une fonction convexe, s.c.i. (pour la topologie 
forte). Alors, cp est s.c.i. pour la topologie faible a(E, E'). 

En particulier si x n —^ x pour a(E, E ), alors 

cp(x) ^ lim inf cp(xj. 

Demonstration. — Il suffit de verifier que pour tout Xe U l’ensemble 

A = {xgE; cp(x) ^ X} 

est ferme pour a(E, E'). Or A est convexe (puisque cp est convexe) et A est fortement ferme 
(puisque cp est s.c.i. pour la topologie forte). D’apres le theoreme III.7 l’ensemble A est aussi 
ferme pour a(E, E'). 

Remarque 6. — On retrouve en particulier que si x„ x pour a(E, E') alors 
||x|| ^ lim inf ||xj|. En effet la fonction cp(x) = ||x|| est convexe et continue pour la 
topologie forte, done a fortiori cp est s.c.i. pour la topologie forte — et par consequent cp est 
s.c.i. pour la topologie faible ct(E, E'). 
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Theoreme III.9. — Soient E et F deux espaces de Banach. Soit T un operateur lineaire et 
continu de E dans F. Alors T est continu de E faible cj(E, E ) dans F faible cr(F, F'). 
Et reciproquement. 

Demonstration. — D’apres la proposition III.2 il suffit de verifier que pour tout fe F' 
l’application x i—► </, Tx> est continue de E faible cr(E, E') dans U. Or l’application 
x i—► </, Tx) est une forme lineaire et continue sur E. Par consequent elle est aussi 
continue pour la topologie faible a(E, E'). 

Reciproquement supposons que T est lineaire et continu de E faible dans F faible. 
Alors G(T) est ferme dans E x F pour la topologie a(E xF,E'x F) et a fortiori G(T) est 
ferme dans E x F pour la topologie forte. On conclut a l’aide du theoreme du graphe 
ferme (theoreme II.7) que T est continu de E (fort) dans F (fort). Le meme raisonnement 
montre que si T est lineaire et continu de E (fort) dans F faible, alors T est continu de E 
(fort) dans F (fort). 

Remarque 7. — L’hypothese « T lineaire » au theoreme III.9 joue un role essentiel dans la 
demonstration. Une application non lineaire continue de E fort dans F fort n’est en general 
pas continue de a(E, E') dans ci(F, F'); voir [EX]. 


III.4. La topologie faible * a(E', E) 


Soit E un espace de Banach, soit E' son dual (muni de la norme duale 
ll/ll = Sup |</, x>|) et soit E" son bidual, i.e. le dual de E', muni de la norme 

xeE 

IMI^l 

IKII = sup |<e, />|. 

/ e E' 
ll/ll 

On a une injection canonique J : E -► E" definie comme suit: soit xeE fixe, l’application 
/ i—► </, x) de E' dans U constitue une forme lineaire continue sur E' i.e. un element de E" 
note Jx ( x ). On a done, 

<J X , /> E „ E , = a *>£',£ Vx 6 E, V/6 E'. 

II est clair que J est lineaire et que J est une isometrie i.e. ||Jx|| E » = ||x|| E pour tout x e E; en 
effet 

l|Jx|| = Sup |<Jx, />| = Sup |<f x>| = ||x|| 
ll/ll ^ i ll/ll 

(grace au corollaire 1.4). II peut arriver que J ne soit pas surjective ( 2 ); voir par exemple 
[EX]. A l’aide de J on peut toujours identifier E a un sous-espace de E". 

Sur l’espace E' sont deja definies deux topologies : 

a) la topologie forte (associee a la norme de E'), 

b) la topologie faible a(E', E") (introduite au § III.3). 


( ! ) Surtout ne pas confondre avec l’application de dualite, F: E -► E', introduite a la 
remarque 1.2, qui est en general non lineaire (sauf cas Hilbertien). 

( 2 ) Lorsque J est surjective on dit que E est reflexif ; voir § III.5. 
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On va definir maintenant une troisieme topologie sur E' : la topologie faible * que 
Ton note cr(E', E)( 1 ). Pour chaque x e E on considere 1’application (p x : E' -► IR definie par 
/ i—► (p x C0 = </, x>. Lorsque x parcourt E on obtient une famille duplications (cp x ) xeE 
de E' dans IR. 

Definition. - La topologie faible * designee aussi par cr(E', E) est la topologie la moins 
fine sur E' rendant continues toutes les applications (cp x ) xe E* 

Comme E c= E", il est clair que la topologie a(E', E) est moins fine que la topologie 
a(E', E"). Autrement dit la topologie ct(E', E) possede moins d’ouverts (resp. fermes) que la 
topologie g(E', E") [qui a son tour possede moins d’ouverts (resp. fermes) que la topologie 
forte]. 

Remarque 8. — Le lecteur s’etonnera peut-etre de cet « acharnement » a vouloir appauvrir 
les topologies. La raison est la suivante : si une topologie possede moins d’ouverts elle 
possede par contre plus de compacts. On verra, par exemple, que la boule unite de E' a la 
propriete remarquable d’etre compacte pour la topologie faible * a(E', E). Or les 
ensembles compacts jouent un role fondamental quand on cherche a etablir des theoremes 
d’existence. D’ou l’importance de cette topologie. 


Proposition III. 10. — La topologie faible * a(E', E) est separee. 


Demonstration. - Soient f i et f 2 dans E' avec ^ f 2 • II existe done x 6 E tel que 
, x) </ 2 , x) (ici on n’utilise pas le theoreme de Hahn-Banach, mais la definition de 
f\ ^ fi)- Supposons, pour fixer les idees, que , x) < </ 2 , x);on introduit a tel que 


</i, x> < a < </ 2 , x>. 

On pose 

Oj = {/€ E'; </, x> < a} = <p~ 1 (] — oo, a[) 

0 2 = {/€ E'; </, x> > a} = cpj'Qa, + oo[). 

O, et0 2 sont des ouverts — pour a(E', E) — qui verifient/, e O, ,/ 2 e 0 2 et O, n 0 2 = 0. 


Proposition III.I1. — On obtient une base de voisinages d'un point f 0 e E' pour la topologie 
a(E', E) en consider ant tous les ensembles de la forme 

V = {/gE'; |</-/o, *i>| < e Viel} 

ou I est fini , x f e E et e > 0. 


Demonstration. — Copier la demonstration de la proposition III.4. 


Notation. — Etant donnee une suite (f n ) de E' on designe par f n ^f la convergence de f n 
vers / pour la topologie faible * a(E', E). Afin d’eviter les confusions on precisera souvent 

«f n ^f pour a(E', E) », «f n -*f pour a(E', E") » et «/„-►/ fortement ». 

• Proposition III.12. — Soit (/„) une suite de E'. On a 

(i) if n 4 f Pour a(E', E)] [</„, x> </ x> Vx e E] 

(ii) Si f n -+f fortement , alors f n ^ f pour a(E', E"). 

Si f n ^f pour a(E', E"), alors f n * f pour a(E', E). 


C 1 ) La terminologie faible * est une traduction de l’anglais weak * ; l’etoile rappelle que Ton 
travaille sur le dual designe par E* dans la litterature americaine. 
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(iii) Si/. ^ f pour o(E', E) alors ||/„|| est bornee et ||/|| < lim inf ||/„||. 

(iv) Si f n ^f pour a(E', E) et si x n -> x fortement dans E, alors </„, x„> -> </, x>. 

Demonstration. — Calquer la demonstration de la proposition III.5. 

Remarque 9. — Si f n ^f pour a(E', E) (ou meme si f n —*f pour a(E', E")) et si x„ ^ x pour 
a(E, E') on ne peut pas conclure que </„, x„> -> </, x> (chercher a construire un exemple 
dans un espace de Hilbert). 

Remarque 10. — Lorsque E est de dimension finie les trois topologies (forte, a(E', E") et 
a(E', E)) coincident; en effet J est alors surjective de E sur E" puisque 
dim E = dftn E' = dim E" et par consequent a(E', E) = a(E', E"). 

* Proposition III.13. — Soit cp : E' —► [R une application lineaire et continue pour la 
topologie a(E', E). Alors il existe xeE tel que 

<P(/) = </> xy V/e E'. 

La demonstration fait appel a un lemme algebrique tres utile. 

Lemme III.2. — Soit X un espace vectoriel et soient (p, cpj, cp 2 , ... (p„ des formes lineaires 
sur X telles que 

(2) [<P,(v) = 0 Vi = 1, 2, ... n] => [<p(r) = 0]. 

n 

Alors il existe , X 2i . ..X n eU tels que (p = £ ^cp*. 


Demonstration du lemme III.2. — On considere l’application F : X -► R n+1 definie par 
F ( u ) = [cp(n), <Pi(w), cp 2 (w), ... cp n (w)]. 

Il resulte de l’hypothese (2) que a = [1, 0, 0, ... 0] n’appartient pas a R(F). On peut done 
separer strictement {a} et R(F) par un hyperplan dans R n+1 i.e. il existe X, X l9 
X 2 , ... X n e M et ae U tels que 


n 

X < a < Xq>{u) + J] Vw 6 X. 

i = 1 

Par suite, on a 

n 

Xq>(u) + X X&i(u) = 0 VmgX 

i = 1 

et X < 0 (d’ou X # 0). 

Demonstration de la proposition III. 13. — Comme (p est continue pour a(E', E) il existe un 
voisinage V de 0 pour a(E', E) tel que 

|cp(/)l < 1 V/gV. 

On peut supposer que V est de la forme 

V = {/g E'; \(f x,)| <8 Vi = 1, 2 ... n} 
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avec x,e E et e > 0. En particulier si </, x,-> = 0 Vi = 1, 2, ... w, alors (p(/) = 0. 
Appliquant le lemme III.2 on voit que 

<P(/) = Z </, *,-> = </, Z M> V/e E'. 

i = 1 i = 1 

* Corollaire III.14. — Soit H un hyperplan de E' ferme pour la topologie cr(E', E). Alors H 
est de la forme 

H = {/e E'; </,*> = a} 

/wwr w/i certain x eE, x ^ 0 et un certain a e R. 

Demonstration. — L’ensemble H est de la forme 

H = {fe E'; <p(/) = a} 

ou (p est une application lineaire de E' dans R, cp =£ 0. Soit f 0 £ H et soit V un voisinage de 
f 0 pour la topologie cr(E', E) tel que V c= ch. On peut supposer que 

V = {fe E'; K/-/ 0 , x,)| < e Vi = 1, 2, ... n} 

Grace a la convexite de V, on a 
ou bien 

(3) <p(/) < a V/e V 

ou bien 

(3') q>(/) > a V/e V. 

On deduit de (3) que 

<P(0) < a - <p(/ 0 ) VjeW = V-/ 0 , 
et comme — W = W on obtient 

(4) )<P(0)I ^ |a - cp(/ 0 )| Vgf e W. 

On aboutit a la meme conclusion sous l’hypothese (3'). II resulte de (4) que cp est continue 
en 0 pour la topologie a(E\ E) (puisque W est un voisinage de 0). On peut alors appliquer 
la proposition III. 13 : il existe xeE tel que 

<P(/) = </» *> V/e E'. 

Remarque 11. — Lorsque J n’est pas surjective de E sur E" (i.e. E ^ E") alors la topologie 
a(E', E) est strictement moins fine que la topologie a(E', E"). II existe meme des convexes 
fermes pour a(E', E") qui ne sont pas fermes pour a(E', E). Par exemple si £ e E" et 
^J(E), alors 

H = {fe E'; /> = 0} 

est un hyperplan ferme pour a(E', E"), mais il n’est pas ferme pour cj(E', E) (voir 
corollaire III. 14). Retenons qu’il existe deux types de convexes fermes dans E' : 

a) les convexes fortement fermes [ou fermes pour a(E', E") — ce qui revient au meme 
d’apres le theoreme III.7], 

b) les convexes fermes pour a(E', E). 

• Theoreme III. 15 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). — L’ensemble B E = {fe E'; ||/|| ^ 1} est 
compact pour la topologie faible * a(E', E). 
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Remarque 12. — On verra dans la suite (theoreme VI.5) que la boule unite fermee d’un 
espace norme de dimension infinie n’est jamais compacte pour la topologie forte. On 
comprend alors l’importance fondamentale de la topologie a(E', E) et du theoreme III. 15. 

Demonstration. — On considere l’espace produitY = 1R E ; on designe les elements de Y 
par co = (co x ) xeE avec co x e R. L’espace Y est muni de la topologie produit (voir par exemple 
Dixmier [1] ou L. Schwartz [2]) i.e. la topologie la moins fine sur Y rendant continues 
toutes les applications co i—* co x (lorsque x varie dans E). Dans la suite on munit 
systematiquement E' de la topologie a(E', E). On considere l’application <I> : E' -► Y definie 
par <£(/) = «/, x» xeE . II est clair que <X> est continue de E' dans Y (noter que pour chaque 
x g E fixe, l’application/ i—► (0(/)) x = </, x> est continue et utiliser la proposition III.2). 
Montrons que <I> est un homeomorphisme de E' sur <J>(E'). II est clair que $ est injective; 
verifions que <I> -1 est continue. II suffit (grace a la proposition III.2) de prouver que pour 
tout x g E fixe, l’application co i—► <<I>~ 1 (co), x> est continue sur <I>(E'); ce qui est evident 
puisque <<I> _ J (co), x) = co x . 

D’autre part il est clair que 0(B E ,) = K ou 

K = {co g Y; |co x | ^ ||x||, (£> x+y = co x + co y , co Xx = Aco x VA g R, Vx, y g E}. 

II suffit alors de montrer que K est un compact de Y pour conclure que B E , est un compact 
de E'. 

Or K = Kj n K 2 avec 

Kj = {cog Y; |co x | ^ ||x|| VxgE} 

K 2 = {co g Y; co x+y = co x + co^ et co Xx = tao x VA, g R, Vx, y e E}. 
L’ensemble [— ||x||, + ||x||] est compact (comme produit d’intervalles compacts 

xeE 

— rappelons que le produit d’espaces compacts est compact, voir par exemple Dixmier 
[1], L. Schwartz [2]). Enfin K 2 est ferme; en effet, pour chaque A g R, xjgE fixes les 
ensembles 

\ x y = {(0 6 Y; — <0, — co, = 0} 

Bx,* = {coeY; co u - Xco, = 0} 

sont fermes (puisque les applications co i—► co x+y — co x — co y et co i—► co Xx — Aco x sont 
continues) et 

K ’-Ca A ‘'MW 

XeU 


III.5. Espaces reflexifs 


Definition. — Soit E un espace de Banach et soit J l’injection canonique de E dans E" (voir 
§111.4). On dit que E est reflexif si J(E) = E". 

Lorsque E est reflexif on identifie implicitement E et E" (a l’aide de l’isomorphisme J). 

* Remarque 13. — II est essentiel d’utiliser J dans la definition precedente. On peut 
construire (voir James [1]) un exemple surprenant d’espace non reflexif E pour lequel il 
existe une isometrie surjective de E sur E". 


Le resultat suivant enonce une caracterisation importante des espaces reflexifs. 
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• Theoreme III. 16 (Kakutani). — Soit E un espace de Banach . Alors E est reflexif si et 
seulement si 

B e = {jcgE; ||*|| ^ 1} 

est compact pour la topologie a(E, E'). 

Demonstration. — Supposons d’abord que E est reflexif. Alors J(B E ) = B E ». D’autre part 
(theoreme III. 15) B E » est compact pour la topologie a(E", E'). II suffit done de verifier que 
J -1 est continu de E" muni de a(E", E') a valeurs dans E muni de a(E, E'). II reste a 
prouver (cf. proposition III.2) que pour tout /e E' fixe l’application ^ i —> (f J _1 ^> est 
continue sur E" muni de a(E", E'). Or </, J _1 ^> = <^,/> et l’application ^ i—► <^,/> est 
bien continue sur E" muni de cr(E", E'). 

Pour etablir la reciproque nous aurons besoin de deux lemmes : 

Lemme III.3 (Helly). — Soient E un espace de Banach , f x , / 2 e E' et 

(Xj, a 2 , ... a„ e U fixes. 

Les proprietes suivantes sont equivalentes: 

(i) Vs > 0 3jc £ g E tel que ||x e || ^ 1 et 

Kf, x t y - a,| < e Vi = 1, 2 n, 

(ii) X P,a, < X M VP,, P 2 ... p ,6l 

i= 1 1=1 

Demonstration. 


(i) => (ii). Fixons Pj, p 2 . . . P„ et posons S = £ |P t -|. II resulte de i) que 


et done 


D’ u (ii). 


Z P.-</> * £ > - X P.-®.- < eS 


X p,a, < X Pi/ IWI + sS < Z Pi/ + eS, VE > 0 . 


(ii) => (i). Posons a = (<Xj, a 2 , ... a n ) g 1R" et considerons l’application cp : E -► R" 

—► —► - 

definiepar (p ( x ) = «/i ,*x>, </ 2 , *) ••• </„, x». La propriete(i) exprime que a G(p(B E ). 

—► - 

Raisonnons par l’absurde et supposons que a $ cp(B E ). On peut alors separer strictement 
dans IR", { a } et cp(B E ) i.e. il existe p = (Pi, p 2 • . . P„) g R” et il existe y g IR tels que 


Par consequent 


cp (x). P <y< a.p VxgB e . 


< Z Pi/i> T < Z Vx 6 B E 


i-e- Z Mil ^ Y < Z a iP i 


ce qui contredit (ii). 


Lemme III.4 (Goldstine). — Soit E un espace de Banach. Alors J(Be) est dense dans B E » 
pour la topologie a(E", E'). 
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Demonstration. — Soit £ e B E » et soit V un voisinage de £ pour la topologie a(E", E'). On 

cherche a prouver que J(B E ) n V ^ 0. On peut supposer que V est de la forme 

V = {n eE"; |<n - /«> I < £, Vi = 1, 2 ... «}. 

II s’agit done de trouver x e B E tel que 

K/i. *> ~ <5. /i>l < e, Vi = 1, 2 ... n. 


Posons a, = <£, /■> et notons que vp x , (3 2 . .. p„ e R on a 


Z p,a, 


Z M> 


z pj; 


(puisque ||£|| ^ 1). D’apres le lemme III.3 il existe x E e B E tel que |</j.,x E > - a,| < s 
Vi = 1, 2 ... n i.e. J(x E ) e J(B E ) n V. 


Remarque 14. - On notera que J(B E ) est ferme dans B E , pour la topologie forte (utiliser le 
fait que B E est complet et que J est une isometrie). Done, en general, J(B E ) n’est pas dense 
dans B e » pour la topologie forte — sauf bien entendu si E est reflexif, auquel cas 
J(B E ) = b e „. 


Remarque 15. - On trouvera dans [EX] une demonstration directe du lemme III.4 basee 
sur une application du theoreme de Hahn-Banach dans E". 


Remarque 16. — Bien entendu, les espaces de dimension finie sont reflexifs. 


Fin de la demonstration du theoreme III. 16. — Supposons maintenant que B E est compact 
pour la topologie a(E, E'). 

Notons d’abord que J : E -► E" est continu pour les topologies fortes et done (theoreme III.9) 
J est aussi continu pour les topologies faibles cr(E, E') -> a(E", E'"). A fortiori J est continu 
pour les topologies a(E, E') -> cj(E", E'). Par consequent J(B E ) est compact pour la 
topologie a(E", E'). Comme J(B E ) est dense dans B E » pour la topologie a(E", E') 
(lemme III.4), on conclut que 

J(B e ) = B e , et done J(E) = E". 

Indiquons maintenant quelques proprietes elementaires des espaces reflexifs. 


• Proposition III. 17. — Soit E un espace de Banach reflexif et soit M c E un sous-espace 
vect oriel ferme . Alors M — muni de la nor me induite par E — est reflexif 

Demonstration. — Notons d’abord que sur M sont definis deux topologies faibles : 

a) La topologie a(M, M'). 

b) La trace sur M de la topologie a(E, E'). 

On verifie aisement (en «jouant» avec des restrictions et des prolongements de formes 
lineaires) que ces deux topologies coincident. 

II faut montrer (d’apres le theoreme III. 16) que B M est compact pour la topologie 
cr(M, M'). Or B e est compact pour la topologie a(E, E') et M est ferme pour la topologie 
cr(E, E') (theoreme III.7). Par suite B M est compact pour la topologie a(E, E'), et done aussi 
pour la topologie a(M, M'). 

Corollaire III. 18. — Soit E un espace de Banach. 

Alors E est reflexif si et seulement si E' est reflexif 
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Demonstration. — E reflexif => E' reflexif. On sait (theoreme III. 15) que B E , est compact 
pour cr(E', E). D’autre part on a a(E', E) = a(E', E") puisque E est reflexif. Par consequent 
B e , est compact pour a(E', E"), et done E' est reflexif (theoreme III. 16). 

E' reflexif => E reflexif. On sait (d’apres l’etape precedente) que E" est reflexif. Comme 
J(E) est un sous-espace ferme de E" il en resulte que J(E) est reflexif. Par consequent E est 
reflexif ( 1 ). 

• Corollaire III.19. — Soit E un espace de Banach reflexif. Soit K c= E un sous-ensemble 
convexe , ferme et borne. Alors K est compact pour la topologie a(E, E'). 

Demonstration. — K est ferme pour la topologie a(E, E') (theoreme III. 7). D’autre part il 
existe une constante m telle que K c mB E , et mB E est compact pour a(E, E') 
(theoreme III. 16). 

• Corollaire III.20. — Soient E un espace de Banach reflexif A c= E un convexe ferme , non 
vide et cp : A -► ] — oo, + oo] une fonction convexe , s.c./., cp ^ + oo telle que 

(5) lim cp(jc) = + oo (aucune hypothese si A est borne). 

xe A 
IMI-00 

Alors (p atteint son minimum sur A, i.e., il existe jc 0 G A tel que cp(jr 0 ) = Min cp. 

A 

Demonstration. - Soit a e A tel que X 0 = cp(cz) < + oo. On considere l’ensemble 

A = {x g A; cp(x) ^ X 0 |. 

A est un convexe ferme borne (grace a (5)), et done compact pour la topologie cr(E, E'). 
D’autre part cp est s.c.i. pour la topologie a(E, E') (corollaire III.8). Par consequent cp 
atteint son minimum sur A : il existe x 0 e A tel que 

cp(x 0 ) ^ cp(x) Vx e A. 

Si x e A\A on a cp(x 0 ) ^ cp(a) ^ cp(x) et done, en fait 

cp(x 0 ) ^ cp(x) Vx g A. 

Remarque 17. — Le corollaire III.20 explique le role essentiel joue par les espaces reflexifs 
et les fonctions convexes en calcul des variations, controle optimal, etc. 

Theoreme III.21. — Soient E et F deux espaces de Banach reflexifs. Soit 

A : D(A) c= E -► F un operateur lineaire non-borne f ferme avec D(A) = E. 

Alors D(A*) est dense dans F'. 

Cecipermet d’introduire A** : D(A**) <= E" —► F" et de considerer A** comme un operateur 
non-borne de E dans F. 

Alors 

Demonstration. 

1) D(A*) est dense dans F'. Soit cp une forme lineaire continue sur F\ nulle sur D(A*). 
On cherche a prouver (corollaire 1.8) que cp = 0. Comme F est reflexif, on peut supposer 

( ! ) Il est evident que si E et F sont des espaces de Banach et si T est une isometrie surjective de E 
sur F. Alors (E reflexif) o(F reflexif). Ceci n’est pas en contradiction avec la remarque 13 ! 





que cp g F et que 
( 6 ) 
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<w, cp> — 0 Vwg D(A*). 

Si cp ^ 0, alors [0, cp] £ G(A) dans E x F. On separe alors strictement [0, cp] et G(A) par 
un hyperplan ferme dans E x F, i.e. il existe [/, i;] g E' x F' tel que 

</, u ) + <r, An) < a < <p, cp> Vw g D(A). 

II en resulte, en particular, que 

</, w> + <i?. An) = 0 Vw g D(A) 
et 

< v , cp) # 0. 

Done p g D(A*) et on obtient une contradiction en choisissant w = v dans (6). 

Par consequent cp = 0 et D(A*) est dense dans F'. 

2) A** = A. 

On utilise les relations 

J[G(A*)] = G(A) 1 
J[G(A**)] = GIA*) 1 

(voir §11.6) ( ! ); d’ou il resulte que 

G(A**) = G(A) 11 = G(A) 

puisque A est ferme. 

III.6. Espaces separables 

Definition. — On dit qu^un espace metrique est separable s’il existe un sous-ensemble 
D c E denombrable et dense. 

Proposition III.22. — Soit E un espace metrique separable et soit F un sous-ensemble de E. 
Alors F est separable. 

Demonstration. — Soit (u n ) une suite denombrable dense dans E. Soit (rj une suite de 
reels positifs avec r m -► 0. On choisit (arbitrairement) a m n g B(u n , r J n F lorsque cet 
ensemble est non vide. Il est clair que la suite (a m n ) constitue un ensemble denombrable 
dense dans F. 

Theoreme III.23. — Soit E un espace de Banach tel que E' soit separable. 

Alors E est separable. 

Remarque 18. — La reciproque n’est pas vraie. Il existe des espaces de Banach E separables 
tels que E' ne soit pas separable; par exemple E = L^Q) (voir chapitre IV). 

Demonstration. — On designe par (f n ) n>l une suite denombrable dense dans E'. Comme 

ll/JI = Sup </„,*>, 

xeE 

IWI^l 

( x ) Ici J designe Tapplication [r, /] i—♦ [ — /, i?]; rien a voir avec l’injection canonique de E 
dans E"! 
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il existe x„gE avec 

IWI = 1 ct </„, ||/J|. 

On designe par L 0 Tespace vectoriel sur Q engendre par les (x H ) n>l i.e. L 0 est l’ensemble des 
combinaisons lineaires finies a coefficients dans Q d’el6ments de (x„) 01 . On notera que L 0 
est denombrable; en effet, pour chaque n, A„ = espace vectoriel sur <0 engendre par 
\_x l , x 2 , ... x„] est en correspondance bijective avec un sous-ensemble de Q n et 

L 0 = U A n 
1 

Soit L Tespace vectoriel sur IR engendre par les (x n ) n ^!. II est clair que L 0 est un sous- 
ensemble dense de L. Verifions que L est dense dans E (d’ou il resultera que L 0 est dense dans 
E et done que E est separable). Soit f g E' tel que </, x) = 0 pour tout xeL; montrons 
(corollaire 1.8) que / = 0. Etant donne e > 0 il existe n tel que \\f — f n \\ < e; on a 

\ WfnW ^ <fn > ^n> = </„ ~f ^„> + </, X„> ^ 8 

(puisque </, x n > = 0). Done ||/|| ^ II/-/JI + ||/J| < 3e. Par consequent /= 0. 

Corollaire III.24. — Soit E un espace de Banach. 

Alors (E reflexif et separable) <=> (E' reflexif et separable ). 

Demonstration. — On sait deja (corollaire III. 18 et theoreme III.23) que (E' reflexif et 
separable) => (E reflexif et separable). Inversement, si E est reflexif et separable, alors 
E" = J(E) est reflexif et separable; done E' est reflexif et separable. 


Les proprietes de separability sont etroitement liees a la metrisabilite des topologies 
faibles. 

Theoreme III.25. — Soit E un espace de Banach separable. Alors B E « est metrisable pour la 
topologie a(E', E)( 1 ). 

Reciproquement si B E < est metrisable pour a(E', E) alors E est separable. 

Remarque 19. — L’espace entier E' n’est jamais metrisable pour a(E', E) — sauf en 
dimension finie. Voir [EX]. 

Demonstration. — Soit (x„) 01 un sous-ensemble denombrable dense dans B E (prendre D 
denombrable dense dans E et considerer D n B E ). Pour f g e B F on definit 

d(f, g)= £ L | (f-g, x.)|. 

n = 1 ^ 

Il est clair que d est une metrique. Montrons que la topologie associee a d coincide sur B E 
avec a(E', E). 

a) Soit / 0 e B e et soit V un voisinage de f 0 pour a(E', E). Montrons qu’il existe r > 0 
tel que 

U = {/eB e .; d(ff 0 )<r} a V. 


i 1 ) C’est-a-dire, il existe une metrique definie sur B E - telle que la topologie associee coincide sur 
B e - avec a(E', E). 
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On peut supposer que V est de la forme 

V = {/eB e ,; |</-/o, *>| <s V/= 1, 2, ... k} 

avec, sans restreindre la generality, ||y f || 1 pour tout i = 1, 2, ... k. 

Puisque la suite (*„)„>, est dense dans B E , pour chaque i, on peut trouver un entier n t tel que 

f. -L. ,> 0 - ,, <£ po» r 2, ... * « — ,» 

U c V. 

En effet, si d(f\ f 0 ) < r, on a 

~\<f-fo,x n )\<r Vi = l, 2, ... k 

et done 

l</-/o> v,>l = K/-/ 0 > v.- - x n ) + </-/ 0 , *„,>l < | ^ 

Vi =1,2, ... it. 

D’ou /e V. 

b) Soit/ 0 g B E . Fixons r > 0 et montrons qu’il existe V voisinage de f 0 pour a(E', E) 
dans B e - tel que 

v <= U = {/e B e . ; d(f,f 0 ) < r}. 

On prendra V de la forme 

V = {/e B e . ; K/-/ 0 , x,>| < £, Vi = 1, 2 ... *}. 


On determine maintenant k et e pour que V c= U. Si /e V, on a 

I - 

r»=l l n=k +1 z 


d(f f 0 ) = i l l</“/o> *„>l + Z - K/-/0, X.)| 


* 1 1 

<8 + 2 V — = 8+ 

^ ^ fc -1 

n =fc + 1 z z 


r 1 r 

On choisit alors 8 < - et k assez grand pour que y- < -• 


* Reciproquement, supposons que B F est metrisable pour a(E', E) et montrons que E est 

1] 

f e B f ; d{f 0) < -> et soit V„ un voisinage de 0 pour a(E', E) tel 
n) 

que V B c U„. On peut supposer que V„ est de la forme 

V„ = {/6B e .; |</, x>|<8„, Vx 6 <!>„} 

00 

ou O b c E est un sous-ensemble fini. Notons que D = JJ est denombrable. D’autre 

n = 1 

part 


separable. Soit U„ = 


n V. = {0} et done «/ x> = 0 Vx € D) => (f = 0). 

n = 1 

II en resulte que l’espace vectoriel engendre par D est dense dans E; d’ou E est separable. 
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« Symetriquement » on a le 

* Theoreme III.25'. — Soit E un espace de Banach tel que E' soit separable. Alors B E est 
metrisable pour la topologie a(E, E'). 

Et reciproquement. 

Pour prouver l’implication (E' separable) => (B E est metrisable pour la topologie 
cr(E, E')) on peut reprendre mot pour mot la demonstration du theoreme III.25 en 
echangeant les roles de E et E'. La reciproque est plus delicate; voir par exemple Dunford- 
Schwartz [1] ou [EX]. 

• Corollaire III.26. — Soit E un espace de Banach separable et soit (/„) une suite bornee 
dans E'. Alors il existe une sous-suite extraite (f„ k ) qui converge pour la topologie a(E', E). 

Demonstration. — Supposons, pour fixer les idees, que ||/J| ^ 1 pour tout n. L’ensemble B E 
est compact et metrisable pour la topologie a(E', E) (theoremes III. 15 et III.25). D’ou la 
conclusion. 

• Theoreme III.27. — Soit E un espace de Banach reflexif et soit (xj une suite bornee dans 
E. Alors il existe une sous-suite extraite (x n J qui converge pour la topologie a(E, E'). 

Demonstration. — Soit M 0 l’espace vectoriel engendre par les (xj et soit M = M 0 . M est 
un espace separable (voir la demonstration du theoreme III.23). De plus M est reflexif 
(d’apres la proposition III. 17). Il en resulte que B M est un ensemble metrisable et compact 
pour la topologie a(M, M'). En effet, M' est separable (corollaire III.24) et par suite 
B M '(= B m ) est metrisable pour a(M", M')(= a(M, M')) grace au theoreme III.25. On peut 
alors extraire une sous-suite (x nk ) qui converge pour la topologie a(M, M'). On en deduit 
que (x„ k ) converge aussi pour la topologie a(E, E') (par restriction a M des formes lineaires 
continues sur E). 

Remarque 20. — La reciproque du theoreme III.27 est aussi vraie. Plus precisement on a le 

* Theoreme III.28 (Eberlein-Smulian). - Soit E un espace de Banach tel que toute suite 
bornee (x„) possede une sous-suite extraite (x nfc ) convergente pour la topologie a(E, E ). 
Alors E est reflexif. 

La demonstration est delicate; voir par exemple Holmes [1], Yosida [1], Dunford- 
Schwartz [1], Diestel [2] ou [EX]. Afin de bien preciser l’interet du theoreme III.28 
rappelons que : 

i) un espace topologique (general) dans lequel toute suite possede une sous-suite 
convergente n’est pas necessairement compact, 

ii) dans un espace topologique compact il peut exister des suites qui ne possedent 
aucune sous-suite convergente. 

iii) dans un espace metrique 

(compact) o (toute suite possede une sous-suite convergente). 

Il existe effectivement des exemples d’espaces de Banach E et de suites bornees (/„) dans E' 
qui ne possedent aucune sous-suite convergente pour la topologie a(E', E); voir [EX]. 
Bien entendu un tel E n’est ni reflexif ni separable; dans ce cas l’ensemble B E < muni de la 
topologie a(E', E) est compact non-metrisable. 
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III.7. Espaces uniformement convexes 

Definition. — On dit qu’un espace de Banach E est uniformement convexe si Ve > 0, 35 > 0 
tel que 

X, y e E, ||x|| sS 1, ||y|| < 1 et ||x - y\\ > ej => ^ <1-8 

On notera que cette definition fait intervenir une propriete geometrique de la boule unite 
(qui doit etre «bien ronde») et qu’elle n’est pas stable par passage a une norme 
equivalente. 

Exemple 1. — On prend E = U 2 . La norme ||x|| 2 = (|x,| 2 + \x 2 \ 2 ) 2 est uniformement 
convexe tandis que la norme HxUj = |x x | + |x 2 | n’est pas uniformement convexe. On peut 
s’en convaincre en « regardant » les images des boules unite (*) : 


Boule unite de E pour || || 2 Boule unite de E pour || |h 

Exemple 2. - On verra par la suite (cf. chapitres IV et V) que les espaces de Hilbert sont 
uniformement convexes, de meme que les espaces L P (Q) pour 1 < p < oo. Par contre 
L*(Q), L°°(Q) et C(K) (K compact) ne sont pas uniformement convexes. 

• Theoreme III.29 (Milman-Pettis). — Tout espace de Banach uniformement convexe est 
reflexif 

Remarque 21. — II est surprenant qu’une propriete de nature geometrique (uniforme 
convexite) entraine une propriete de nature topologique (reflexivite). L’uniforme convexite 
est souvent un outil commode pour prouver qu’un espace est reflexif [mais cette methode ne 
marche pas toujours : il existe des espaces reflexifs qui ne possedent aucune norme 
equivalente uniformement convexe]. 

Demonstration. — Soit £ € E" avec ||£|| = 1. On cherche a montrer que £ € J(B E ). Comme 
J(B e ) est ferme fortement dans E", il sufTit de prouver que 

Ve > 0 3x e B e tel que ||^ — J(x)|| < e. 

Soit done e > 0 fixe et soit 5 > 0 correspondant a la definition de l’uniforme convexite. On 
choisit f e E' avec ||/|| = 1 tel que 

( 6 ) <^, /> > 1 - * 

(ce qui est possible puisque \\^\\ = 1). 

On pose 

V=|t 1 6E"; |<t| — />| < 

( J ) A titre d’exercice faire aussi le raisonnement avec des £ et 5 ! 




H. Brezis. — Analyse Fonctionnelle 


3 
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de sorte que V est un voisinage de £ pour la topologie a(E", E'). D’apres le lemme III.4 on 
sait que V n J(B E ) # 0. Fixons x e B E tel que J(x)eV. 

Montrons que ^eJ(x) + eB e » - ce qui achevera la demonstration. Raisonnons par 
Pabsurde et supposons que % e Q(J(x) + sB E ») = W. Notons que W est aussi un voisinage 
de £ pour la topologie ct(E", E') (puisque B E » est ferme pour la topologie cr(E", E')). 
Appliquant a nouveau le lemme III.4 on a (V n W) n J(B E ) # 0 i.e. il existe x e B E tel 
que J(x)eV n W. On obtient alors (puisque J(x), J(x)eV) 

I <f *> - <$, />| < ^ 
l</ *> - <\, />| < ^ 

Done, par addition 

2 <£, /> *£ </, x + x> + 5 ||x + x|| + 8 

X -f- X 

et d’apres (6), —-— ^1—5. Par consequent (uniforme convexite) ||x — x|| ^ e. Enfin 
||x — x|| > e puisque J(x)eW — ceci est absurde. 

Terminons par une propriete utile des espaces uniformement convexes. 

Proposition III.30. — Soit E un espace de Banach uniformement convexe. Soit (x„) une suite 
dans E telle que x n x pour la topologie faible a(E, E ) et 

lim sup ||x„|| ^ |(x||. 

Alors x n -> x fortement. 

Demonstration. — On peut supposer que x ^ 0 (sinon la conclusion est evidente). Soit 

K = Max {||xj|, ||x||} 

de sorte que -» ||x||. On pose 

y„ = K'x„ et y = ||x||“ 'x. 

Alors y„ y pour a(E, E'). On en deduit que \\y\\ ^ lim inf — (cf. 
proposition III.5 (iii)). 

y -f v 

D’autre part \\y\\ = 1, \\y„\\ ^ 1 et done en fait —-— -> 1. II resulte de l’uniforme 
convexite que ||y„ — y\\ -* 0. D’ou x n -> x fortement. 


Commentaires sur le chapitre III 

1) Les topologies a(E, E'), a(E', E") et a(E', E) sont des topologies localement convexes 
separees. Elies jouissent par consequent des proprietes generates des e.l.c.s. Entre autres les 
theoremes de Hahn-Banach (formes geometriques), le theoreme de Krein-Milman, etc... 
restent valables; voir Bourbaki [1] et [EX]. 
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2) D’autres resultats concernant les topologies faibles meritent d’etre cites. Par exemple, le 

* Theoreme III.31 (Banach-Dieudonne-Krein-Smulian). — Soit E un espace de Banach et soit 
C c E ' un convexe . On suppose que 

V/i, C n (wB e ) est ferme pour la topologie a(E', E). 

Alors C est ferme pour la topologie a(E', E). 

Le lecteur interesse pourra trouver la demonstration dans Bourbaki [1], Larsen [1], 
Holmes [1], Dunford-Schwartz [1], Schaefer [1] et en exercice dans [EX]. Les references 
citees contiennent aussi de nombreuses autres proprietes liees au theoreme de Eberlein- 
Smulian. 

3) La theorie des espaces vectoriels en dualite, qui generalise la dualite <E, E'>, a connu ses 
heures de gloire durant les annees 1940-1950. On dit que deux espaces vectoriels X et Y sont 
en dualite s’il existe une forme bilineaire < , >surX x Y qui separe les points (i.e. Vx ^ 0, 3y 
tel que <x, y ) # 0 et Vy ^ 0, 3x tel que <x, y > ^ 0). On peut definir sur X (resp. sur Y) une 
multitude de topologies localement convexes. Parmi les plus courantes on retiendra, outre la 
topologie faible cr(X, Y), la topologie de Mackey x(X, Y), la topologie forte p(X, Y) etc. Ces 
topologies jouent un role interessant quand on travaille sur des espaces non normes, par 
exemple les espaces qui interviennent en theorie des distributions. Sur la theorie des espaces 
vectoriels en dualite on pourra consulter Bourbaki [1], Schaefer [1], Kothe [1], Treves [1], 
Kelley-Namioka [1], Edwards [1]. 

4) Les proprietes de separability de reflexivite et d’uniforme convexite sont aussi etroite- 
ment liees aux proprietes de differentiabilite de la fonction x i—► ||x|| (voir Diestel [1], 
Beauzamy [1] et [EX]). L’existence d’une norme equivalente qui possede de bonnes proprietes 
geometriques est un sujet tres etudie; par exemple, comment caracteriser les espaces de 
Banach qui possedent une norme equivalente uniformement convexe ? ( J ). La geometrie des 
espaces de Banach a connu un developpement spectaculaire depuis une vingtaine d’annees, 
grace entre autres aux travaux de James, Dvoretsky, Grothendieck, Lindenstrauss, 
Pelczynski, Enflo, Johnson, Rosenthal, L. Schwartz et ses eleves (Pisier, Maurey, 
Beauzamy...), etc. A ce propos on pourra consulter Beauzamy [1], Diestel [1] et [2], 
Lindenstrauss-Tzafriri [2] et L. Schwartz [4]. 


( ! ) Ces espaces sont appeles super-reflexifs, voir Diestel [1] et Beauzamy [1]. 
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Dans toute la suite Q designe un ouvert de U N muni de la mesure de Lebesgue dx. On 
suppose le lecteur familiarise avec les notions de fonction integrable, de fonction mesurable 
et d’ensemble negligeable; voir par exemple Marie [1], Malliavin [1], Neveu [1], Rudin [2], 
Guichardet [1], Dieudonne [2], Kolmogorov-Fomin [1], Chae [1], Hewitt-Stromberg [1], 
Wheeden-Zygmund [1] etc. On designe par L^Q) l’espace des fonctions integrates sur Q a 
valeurs dans U. On pose 


iL ' - 1 


l/WI dx. 


Quand il n’y aura pas d’ambiguite on ecrira sou vent L 1 au lieu de L*(Q) et 


\f au lieu de 


/(x) dx. Comme d’habitude on identifie deux fonctions de L 1 qui coincident 

i 

p.p. = presque partout (= sauf sur un ensemble negligeable). 


A toutes fins utiles, rappelons... 


IV. 1. Quelques resultats d’integration 
qu’il faut absolument connaitre 


• Theoreme IV. 1 (Theoreme de convergence monotone de Beppo Levi). — Soit (/„) une suite 
croissante de fonctions de L 1 telle que Sup J f n < oo. 

Alors f n (x) converge p.p. sur Q vers une limite finie notee f(x); de plus fe L 1 et 

ll/ n -/ll L *-o. 


• Theoreme IV.2 (Theoreme de convergence dominee de Lebesgue). — Soit (/„) une suite de 
fonctions de L 1 . On suppose que 

a) f n (x) -+ f(x) p.p. sur Q, 

b) il existe une fonction g e L 1 telle que pour chaque n , \f n (x)\ ^ g(x) p.p. sur Q C 1 ). 

Alors fe L^Q) et \\f n - f\\ v 0. 

Lemme IV. 1. (Lemme de Fatou). — Soit (/„) une suite de fonctions de L 1 telle que 

(1) pour chaque n , f n (x) ^ 0 p.p. sur O 

(2) Supj/„<co. 


( x ) On dit que g est une majorante integrable des fontions (/„). 
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Pour chaque x e Q on pose f(x) = lim inf f„(x). 

Alors f e L 1 (Q) et 

jV < I™ inf j/„. 

Notation. — On designe par C c (Q) l’espace des fonctions continues sur Q a support compact, 
c’est-a-dire C c (Q) = {/eC(Q); f{x) = 0 Vx e Q\K ou K cfi est un compact}. 

Theoreme IV.3 (theoreme de densite). — Vespace C c (Q) est dense dans L*(Q); c'est-d-dire 
V/eL^Q) et Ve > 0, 3/i 6 C c (Q) tel que \\f - f x \| L . < e. 


Soient c= R N », Q 2 c= R N * des ouverts et soit F : Qj x Q 2 R une fonction 
mesurable. 

Theoreme IV.4 (Tonelli). — On suppose que 


et que 


|F(*. y)\dy < oo 
Jn 2 

f *f 


Jn, Jsi 2 


pour presque tout x e Qj 

|F(x, y )| dy < oo. 


Alors F e x Q 2 ). 

Theoreme IV.5 (Fubini). — On suppose que FeL^Qj x Q 2 ). 
Alors , pour presque tout x e Q 19 

F(x, y) E L}(Q 2 ) et | F(x f y) dy e L^QJ. 

Jn 2 

De meme, pour presque tout ye Q 2 , 


F(x, y) e L 


De plus on a 


i(Oi) f 


F(x, y) ^eLj(Q 2 ). 


dx 

F(x, y) dy = 

dy F(x, y) dx = 

Jn, 

n 2 J 

Q 2 


F(x, y) dx dy. 


xq : 


IV.2. Definition et proprietes elementaires 
des espaces L p . 


Definition. — Soit p e R avec 1 ^ p < oo; on pose 

L P (Q) = {/: Q -► R; / mesurable et |/| p e L^Q)}. 

On note 


II/IIlp 


- f 

Jn 


n 1 Ip 


\f(x)\ p dx 


On verifiera ulterieurement que || \\ LP est une norme. 
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Definition. — On pose 

L°°(Q) = {f: Q -> U;f mesurable et 3 une constante C telle que |/(x)| ^ C p.p. sur Q.} 
On note 


ll/ll L oo = Inf {C; |/(x)| ^ C p.p. sur 0} 
On verifiera ulterieurement que || || L oo est une norme. 


Remarque 1. — Si f e L 00 on a 

l/(*)l < I I/I IL- P-P- SUr 

En effet il existe une suite C„ telle que C„ -► ||/|| L » et pour chaque n , |/(x)| ^ C„ p.p. sur Q. 

Done |/(x)| ^ C„ pour tout x e Q\E„ avec E„ negligeable. On pose E = (J E n de sorte que 

E est negligeable et Ton a |/(x)| ^ C„ pour tout n et pour tout x e 0\E. Par consequent 
|/(x)| ^ ||/||l- pour tout xgQ\E. 


1 1 

Notation. — Soit 1 < p ^ oo ; on designe par p' l’exposant conjugue de p i.e. —I— = 1. 

P P' 


• Theoreme IV.6 (Inegalite de Holder). — Soient f e L p et g e L p ' avec 1 ^ p ^ oo. 
Alors f.ge L 1 et 


(3) 


\fg\ < ii/Hlp \\g\y 


Demonstration. — La conclusion est evidente si p = 1 et si p = oo. Supposons done que 
1 < p < oo. Rappelons l’inegalite de Young 


(4) 


11 , 

ab ^ - a p + - b p Va ^ 0, Vfc ^ 0 C ); 
P P' 


la demonstration de (4) est evidente : la fonction log etant concave sur ]0, oo[ on a 


1 


1 


Done 


log I - a p -1- — b p I ^ - log a p + — log b p = log ab. 


\f(x)\\g(x)\ < - \f(x)\ p + - f \g(x)\ p P-P- xgQ. 
P P 


II en resulte que fgeL 1 et que 
(5) 


\fg\ < - \\f\\u + “ \\d/ 

P P 


Remplagant dans (5) / par Xf (X > 0) il vient 


\fg\ < — II/IIlp + A M\ P lp- 
p kp 


1 

(*) Que Ton utilisera aussi parfois sous la forme ab ^ ea p + C t b p avec C £ = £ p ~ l . 


(6) 
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— i p' ip 

On choisit X = \\f\\ L p \\g\\ij>' (de maniere a minimiser le membre de droite dans ( 6 )). On 
obtient alors (3). 


Remarque 2. — II convient de retenir une consequence tres utile de Finegalite de Holder : 
soient f x , f 2 ... f k des fonctions telles que 


111 1 

/ e Lp*(Q) 1 < i ^ k avec =- 1 - 1 - ... -\ -< 1. 

P Pi Pi Pk 

Alors le produit / = f x f 2 ... f k appartient a L P (Q) et 

II/IIlp ^II/iIIlp. ..-II/JU- 

En particulier si f e L P (Q) n L 9 (Q) avec 1 ^ p ^ q ^ oo, alors /e L r (Q) pour tout 

p ^ r ^ q et Ton a Finegalite ^interpolation 

II/IIl' ^ II/IIlp 11/lllT ou - = - + (0 < a ^ 1); 

r p q 

voir [EX]. 


Theoreme IV.7. — L p est un espace vectoriel et || Wu est une norme pour tout 1 ^ p < oo. 


Demonstration. — Les cas p = 1 et p = oo sont evidents (utiliser la remarque 1). 
Supposons que 1 < p < oo et soient f,ge L p . On a 

I/M + 0MI P ^ (I/Ml + l<?MI) p < 2 p (|/(x)| p + igfMH- 

Par consequent / + g e L p . D’autre part on a 


ii/+<€,= |i/+»r‘i/+d < |i/+<?r 1 i/i + 




\f+gr l \t 


Or |/ + #| p 1 e 1/ et grace a Finegalite de Holder on obtient 


i.e. 


11/ + #lp ^ 11/ + g \ r p 1 II/IIlp + 11/+ ^JMIlp 
11/ + ^IIlp ^ II/IIlp + yi L p. 


• Theoreme IV.8 (Fischer-Riesz). — L p est un espace de Banach pour tout 1 ^ p ^ oo. 

Demonstration. 

1) Supposons d’abord que p = oo. Soit (/„) une suite de Cauchy dans L 00 . Etant donne un 
entier k ^ 1 il existe N k tel que 

1 

II/«-/JIl-< 7 P° ur n > N k . 
k 

Done il existe E k negligeable tel que 

(7) l/ m M - /.Ml < 7 Vx e £ 2 \E k , Vm, n ^ N k . 

k 

Enfin, posant E = JJ E k (E est negligeable), on voit que pour tout x e Q\E la suite f n (x) est 

k 
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de Cauchy (dans IR). Soit f n (x) -> f(x) pour x g Q\E. Passant a la limite dans (7) quand 
m -> oo on obtient 


\f(x)-f m (x)\^j Vx g Q\E, Vn^N fc . 
k 

Done /gL 00 et ||/-/J| L » ^ j Vn ^ N k . Par consequent ||/-/J| L « -► 0. 

k 

2) Supposons maintenant que 1 ^ p < oo. Soit (/„) une suite de Cauchy dans L p . Pour 
conclure il suffit de montrer qu’une sous-suite extraite converge dans L p . 

On extrait une sous-suite (f n ) telle que 

HA... ^ 

[on procede comme suit : il existe tel que \\f m — f n \\ L p ^ - pour m, n ^ n x ; on prend 

1 

ensuite n 2 ^ tel que \\f m — f„\\ LP < — pour m, n ^ n 2 , etc.]. On va montrer que f n 

2 2 * 

converge dans L p Pour simplifier les notations on ecrit^ au lieu de/ , de sorte que Ton a 

(8) IIA + i V/c > L 

Posant 

g,(x) = £ IA+.M - AMI 

fc= 1 

il vient 

Iklb < i. 

On deduit du theoreme de convergence monotone que p.p. sur Q, g n (x) converge vers une 
limite finie notee g(x) avec g g L p . D’autre part, on a pour m ^ n ^ 2 

IA.M - AMI < IA.M -A.- 1 MI + • • • IA+iM - AMI < sM - »,-i(4 

Il en resulte que p.p. sur Q, (/„(x)) est de Cauchy et converge vers une limite notee/(x). On a 
p.p. sur Q 

(9) I/M - AMI < 0M pour n > 2. 

Il en resulte que /g L p . Enfin ||/„ — /|| L p -► 0; en effet on a |/ n (x) — f(x)\ p -> Op.p. et 
|/„(x) — /(x)| p ^ p p (x) majorante integrable. On conclut grace au theoreme de Lebesgue. 


Theoreme IV.9. — Soient (/„) une suite de L p et f g L p , tels que \\f n — f\\ LP -> 0. 
/ 4 /orv i7 existe une sous-suite extraite (/ Wfc ) telle que 

(«) f„ k (x) -»/M PP- *»r ^ 

(A) |/„ fc (x)| ^ A(x) VA: ef p.p. sur Q, avec h e L p . 

Demonstration. - Le resultat est evident pour p = oo. Supposons done que 1 ^ p < oo. 
Comme la suite (/„) est de Cauchy on peut reprendre la demonstration du theo¬ 
reme IV.8 et extraire une sous-suite (/„ fc ) verifiant (8). Poursuivant, comme dans la 
demonstration du theoreme IV. 8 , on voit que f„ k (x) converge p.p. vers une limite notee 
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f*(x) (*). De plus, on a grace a (9) 

I f*(x) - fn k (x)\ ^ g{x) V/c, p.p. sur Q, avec g e L p . 

II en resulte que f* e L p , et que f„ k ->/* dans L p (d’apres le theoreme de Lebesgue). Par 
consequent f = f* p.p. et Ton en deduit (a). Pour obtenir (b) il suffit de choisir h = f* + g. 


IV. 3. Reflexivite. Separabilite. Dual de L p 


Nous allons distinguer l’etude des trois cas : 

(A) 1 < p < oo 

(B) p = 1 

(C) p = oo 

A. ETUDE DE L p POUR 1 < p < oo. 

II s’agit du cas le plus « favorable » : L p est reflexif separable et le dual de L p s’identifie 


• Theoreme IV.10. — L p est reflexif pour 1 < p < oo. 

La demonstration est decomposee en trois etapes. 

l re etape (Premiere inegalite de Clarkson). — Soit 2 ^ p < oo; on a 

\f+g p f-g p i P P 
(10) D ^ - (\\f\\ P LP + II^IIlp) V/, g e L p . 

Z Z LP Z 


Demonstration. — Bien entendu, il suffit de montrer que 
a + b p a - b p 1 

—— + —j— ^ - (\a\ p + \b \ p ) Vfl, beU. 


a p + p p ^ (a 2 + (3 2 ) p/2 Va, p ^ 0 

(se ramener au cas ou p = 1 et noter que la fonction (x 2 + l ) p/2 — x p — 1 est croissante 
a + b a — b 

sur [0, oo[). Prenant a = —-— et P = —-— il vient 


a + b p a - b” fa + b 2 a - b 2 \ p/2 

2 + 2 ** V 2 + 2 ) 


a 2 b 2 \ pl 1 1 

T + T <2^2^ 


[cette derniere inegalite resulte de la convexite de la fonction x > |x | p/2 car p ^ 2 ]. 

2 e etape : L p est uniformement convexe, et done reflexif pour 2 ^ p < oo. 

En effet, soit e > 0 fixe. On suppose que 

II/IIlp < MtellLP < 1 et \\f-g\\ L P > £. 


0 A priori il faut distinguer /et /* : on sait que f H -*f dans L p et que / (x) -► /*(x) p.p. sur Q. 
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On deduit de (10) que 


< 1 

UP 


f+ 9 
2 



et done 


I f+g 


UP 


<1-5 


avec 



Par consequent L p est uniformement convexe, et done reflexif grace au theoreme III.29. 
3 e etape : L p est reflexif pour 1 < p ^ 2. 

Demonstration. — Soit 1 < p ^ 2. On considere l’operateur T : L p -> (L/)' defini comme 
suit: 

Soit u e L p fixe; l’application f e 1 /' > Jw/ est une forme lineaire et continue sur 1/ 

notee Tw de sorte que 

<T«,/> = jV V/e I/. 

On a (d’apres Tinegalite de Holder) 

l<Tw,/>| ^ IMUI/IIl/ 

et par suite 

(H) l|T«|| (U , V < Hull,/. 

D’autre part, posons 

/ 0 (x) = |u(x)| p_ 2 u(x) (/ 0 (x) = 0 si u(x) = 0 ). 

On a/„ e I/, \\f 0 \y = INI ^ 1 et <Tu,/ 0 > = ||«||^. 

Done 

(12) I-,, (L ,,^ = 

IL/oll 

Comparant (11) et (12) on obtient ||Tw|| (l /y = \\u\\ ^. II en resulte que T est une isometrie de 
L p sur un sous-espace ferme (puisque L p est complet) de (L p ‘ )'. Or L p est reflexif (2 e etape) et 
done (corollaire III. 18) (I/)' est reflexif. II s’en suit (proposition III. 17) que T(L p ) est reflexif 
et done aussi L p . 


Remarque 3. — On montre que l’espace 1/ est aussi uniformement convexe pour 1 < p ^ 2. 
On utilise a cet effet la 2 e inegalite de Clarkson valable pour 1 < p ^ 2 : 


/ + 9 
2 


p f 

LP 


+ 


\f~9 


p/ f 1 

A* 


2 II/IIlp + ^ llflllu- 




Cette inegalite est sensiblement plus difficile a etablir que la 1 re inegalite de Clarkson; voir par 
exemple [EX] ou Hewitt-Stromberg [1]. Pour une approche un peu differente voir Diestel [1], 
Morawetz [1] et [EX]. 
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• Theoreme IV. 11 (Theoreme de representation de Riesz). — Soit 1 < p < oo etsoit cp e (L p )'. 
Alors il exist e uelf unique tel que 


De plus on a 


<<p ,/> = 



V/e I/. 


Mil/ — ll t Pll(LP)'- 


• Remarque 4. — Le theoreme IV. 11 est tres important. II exprime que toute forme 
lineaire continue sur L p avec 1 < p < oo se represente a l’aide (Tune fonction de L p . 
L’application (pi—► u est un operateur lineaire isometrique et surjectif qui permet 
d’identifier le dual de L p avec L p . Dans la suite on fera systematiquement Identification 

(L p y = I/. 

Demonstration. — On definit l’operateur T : L p ‘' (L p )' par 

<Tw, /> = Ju/ V/e L p 

et Ton a 

\\Tu\\w = \\u\y Vue If 

(proceder comme dans la demonstration du theoreme IV. 10, 3 e etape). II nous faut prouver 
que T est surjectif. On pose E = T(L P ). Comme E est un sous-espace ferme, il reste a 
montrer que E est dense dans (L p )'. Soit h e (L p )" [ = L p puisque L p est reflexif] tel que 
<Tm, h) - 0 pour tout ue L p ; verifions que h = 0. On a 

juh = <Tu, h} = 0 Vue V'. 

On conclut que h = 0 en choisissant u — \h\ p ~ 2 h. 


Theoreme IV.12 (Densite). — Vespace C c (Q) est dense dans L P (Q) pour 1 ^ p < oo. 
Commengons par une definition et un lemme. 

Definition. — Soit 1 ^ p ^ oo; on dit qu’une fonction /: Q -> U appartient a Lf oc (Q) si 
/ 1 K e L P (Q) pour tout compact K <= Q. 

Lemme IV.2. — Soit f e L^Q) tel que 


(13) 

Alors f — 0 p.p. sur Q. 


fu = 0 Vi# e C c (Q). 


Demonstration du lemme IV.2. — On procede en deux etapes : 

1) Supposons que Ton ait, de plus, feL l (Q) et |Q| < oo ( x ). 

Etant donne e > 0 il existe f x e C c (Q) tel que \\f — f x \| L i < e. D’apres (13) on a 


(14) 


/i“ 


< £||u|| l - Vu e C c (Q). 


i 1 ) Etant donne A c Q mesurable, on designe par |A| la mesure de A; |A| est eventuellement 
infini. 
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Soient 

K x = {xefi; f x (x) ^ ej 
K 2 = {xeQ; j\(x) ^ — e} 

Comme et K 2 sont des compacts disjoints on peut construire grace au theoreme de 
Tietze-Urysohn (voir Dieudonne [1], L. Schwartz [2] ou Yosida [1]) une fonction 
u 0 e C c (Q) telle que 


f + 1 si xeKj 

«oM = i . . 

1 si xgK 2 


et 


|w 0 (x)| ^ 1 pour tout xeQ. 
Posant K = Kj u K 2 il vient 


et done, grace a (14) 


Par consequent 


puisque 


Done 


i /l «0 = I fl U 0 + [ /l «0 
Jn Jn\K J k 

I/ll = /i“o e 4- |/i« 0 | < E 4 

Jk Jk Jfi\K 

I I/ll = f l/.l + | l/il <64-2 f |/,| < e + 2s|fi| 
Jn J k Jq\k J q\k 


\fi | ^ e sur Q\K. 


II/IIl^II/-/iIIl‘ + II/iIIl‘<28 + 2e|0|. 

Cette inegalite etant vraie pour tout e > 0 on conclut que / = 0 p.p. sur Q. 


2) Considerons maintenant le cas general. On ecrit Q = U avec Q„ ouvert, Q„ 

n 

compact, Q„ c= Q [Prendre par exemple = {xeQ; dist (x, QQ) > - et |x| < w}]. Appli- 

quant ce qui precede avec Q„ et on voit que /= 0 p.p. sur Q„ et on conclut que 
/ = 0 p.p. sur Q. 


Demonstration du theoreme IV. 12. — On sait deja que C c (Q) est dense dans L*(Q). 
Supposons done que 1 < p < oo. Pour prouver que C c (Q) est dense dans L P (Q) il suffit de 

verifier que si h e 1/(0) satisfait J/iu = 0 pour tout u e C c (Q), alors h = 0. Or 
f i/p 

h eL, 1 (Q) puisque \\h\ K \ ^ \\h\y\K\ < oo et on peut done appliquer le lemme IV.2 pour 

conclure que h = 0 p.p. 

Theoreme IV.13. — L P (Q) est separable pour 1 ^ p < oo. 
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Demonstration. — On designe par (R,) ieI la famille (denombrable) des paves R de la forme 


R = Y\ ]^k» b k [ avec a k , b k eQ et R c Q. 

k = 1 

On designe par E l’espace vectoriel sur Q engendre par les fonctions l Rj . (i.e. les 
combinaisons lineaires finies a coefficients rationnels des fonctions 1 R ); de sorte que E est 
denombrable. Montrons que E est dense dans L P (Q). Soit/ e L P (Q) et soit e > 0 fixes. Soit 
/j£ C c (Q) tel que ||/-/iII L p<£ (theoreme IV.12). Soit Q' un ouvert borne tel que 
Supp/( c Q' c Q. Comme j\ e C c (0) on construit aisement une fonction f 2 e E telle que 


Supp f 2 c= Q' et que | f 2 (x) - f t (x)\ ^ 


|Q'| 1/P 


p.p. sur O' (on commence par recouvrir 


Supp f x par un nombre fini de paves R, sur lesquels l’oscillation de f 1 est inferieure a 
8 

). II en resulte que ||/ 2 — f x \\ LP ^ s et done \\f — f 2 \\ LP < 2 s. 


|Q- 


ii/p ' 


Remarque 5. - Pour demontrer le theoreme IV. 13 on aurait aussi pu faire appel au fait 
que si K est un espace metrique compact alors C(K) est separable (voir par exemple 
Dieudonne [1] (7.4.4)). 


B. ETUDE DE L 1 . 

Soit (p 6 (L 1 )'. Alors il existe u e L 00 unique tel que 
<<p,/> = |«/ V/e L*. 

IWlL- = ll<Pll,L‘r- 

• Remarque 6 . — Le theoreme IV. 14 affirme que toute forme lineaire et continue sur L 1 se 
represente a l’aide d’une fonction de L 00 . L’application cp i—► u est une isometrie surjective 
qui permet d’identifier (L 1 )' et L°°. Dans la suite on fera systematiquement l identification 

(L 1 )' = L 00 . 

Demonstration. — Commengons par prouver l’existence de u. On fixe une fonction 
w e L 2 (Q) telle que pour tout compact K c Q, w ^ e K > 0 p.p. sur K [II est clair qu’une 
telle fonction existe : prendre par exemple w(x) = a„ pour x e Q, n ^ |x| < n + 1 , et 
ajuster les constantes > 0 pour que w e L 2 (Q)]. L’application f elf i—►{cp, w/)est une 
forme lineaire et continue sur L 2 . D’apres le theoreme IV. 11 (applique avec p = 2) il existe 
une fonction v eL 2 telle que 

(15) <cp, w/> = \vf V/e L 2 . 

v(x) 

Posons u(x) =-; ce qui a un sens puisque w(x) > 0 pour tout x e Q et u est mesurable. 

w(x) 

Montrons que ue L 00 et que ||m|| LO c ^ ||cp|| (L iy. D’apres (15) on a 

( 16 ) ijqfl < II<pII,l-)'IIw/|Il- V/e L 2 . 

Soit C > ||<p|| (L iy. Montrons que l’ensemble 

A = {x e Q; |tt(x)| > C} 

est negligeable (il en resultera que u e L 00 et que ||«|| L x ^ Raisonnons par l’absurde. 


• Theoreme IV.14. — 


On a de plus 
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Si A n’est pas negligeable il existe A c A mesurable tel que 0 < |A| < oo. On reporte dans 
(16) la fonction 


/(*) 


( + 1 si x e A et u(x) > 0 

= \ — 1 si x e A et u(x) < 0 

( 0 si x e 0\A. 


II vient \u\w ^ ||cp|| (L iy w, et par consequent C w ^ ||(p|| (L iy vv, ce qui est absurde 

Ja J a J a J a 


/• 

puisque w > 0. 

Ja 


Recapitulons : on a construit ugL°°(Q) avec IMIl* ^ ll ( Pll(L 1 )' tel que 

(17) <<p, w/> = J uwf V/e L 2 . 

II en resulte que 

(18) 


<<P. 9> = 


ug Vge C c (Q). 


En effet si g e C c (Q), alors/ = — g L 2 (puisque w ^ e > 0 sur Supp g) et on peut reporter/ 

w 

dans (17). Comme C c (Q) est dense dans L 1 on deduit de (18) que 

<9. 9> = VgieL 1 . 


Enfin, on a 


et done 


I 


K<p, g>\ < \ug\ < INIl-II^IIl 1 v^gL 1 


H(L 1 )' 


r < IMIl®. Par consequent 


consequence immediate du lemme IV.2. 


|| (L iy . L’unicite de u est une 


• Remarque 7. — L’espace L 1 n’est pas reflexif. En effet supposons (pour fixer les idees) que 

OgQ. Considerons la suite /„ = avec n assez grand pour que B(0, -) c Q et 

v ’n / n 

B(0, -) de sorte que ||/„|| L i = 1. Si L 1 etait reflexif il existerait une sous-suite 
n 

extraite ( f ni ) et une fonction f e L 1 tels que f —*/pour la topologie faible a(L 1 , L°°).Donc 


(19) 


fnfi P -► jj 


Lorsque cp g C c (Q\{ 0}) on voit que 


l/cp V<p e L". 


\f n i p = 0 pour fc assez grand. Il resulte de (19) que 


1 


/<P = 0 Vcp -» C c (Q\{0}). 
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Appliquant le lemme IV.2 dans l’ouvert O\{0} a la fonction/(restreinte a Q\{0}) on obtient 
que / = 0 p.p. sur Q\{0}. Done en fait / = 0 p.p. sur Q. Par ailleurs si Ton prend cp = 1 


dans (19), il vient 


/ = 1 — ce qui est absurde. 


C. ETUDE DE L 00 . 

On a vu (theoreme IV.14) que L 00 = (L 1 )'. De ce fait, l’espace L 00 possede quelques 
proprietes « agreables ». Entre autres, on a : 

• (i) La boule unite fermee B L oo est compacte pour la topologie faible * a(L°°, L 1 ) 
(theoreme III. 15). 

• (ii) Si (/„) est une suite bornee dans L 00 on peut en extraire une sous-suite qui 
converge dans L 00 pour la topologie faible * a(L°°, L 1 ) (theoremes III.25 et IV.13). 

Toutefois L 00 n’est pas reflexif (sinon L 1 le serait d’apres le corollaire III. 18 et on sait que L 1 
n’est pas reflexif). 

Le dual de L 00 contient L 1 (puisque (L 1 )' = L 00 ) et il est strictement plus grand que L 1 : il 
existe des formes (p lineaires et continues sur L 00 qui ne sont pas du type 

<cp,/) = j* w / V/eL 00 avec weL 1 . 

Fabriquons un exemple « concret ». Supposons que 0 e Q et soit cp 0 : C c (Q) -> R definie 
par (p 0 (/) = /(0) pour /eC c (Q). De sorte que cp 0 est une forme lineaire et continue sur 
C c (Q) pour la norme || || L «. D’apres le theoreme de Hahn-Banach, cp 0 se prolonge en une 

forme lineaire et continue sur L 00 notee cp. On a 

(20) <cp,/> =/(0) V/e C c (Q). 

Montrons qu’il n’existe pas de fonction we L 1 telle que 

<(P, /> = juf V/e L°°. 

En effet si une telle fonction w existait on aurait 

j*«/= 0 V/e C c (n\{0}). 

Grace au lemme IV.2 (applique sur Q\{0}) on obtiendrait w = 0 p.p. sur Q\{0}, et done 
w = 0 p.p. sur Q. Par consequent 

<cp, /> = o V/e L 00 


— ce qui est contraire a (20). 


* Remarque 8. — Si le dual de L 00 ne coincide pas avec L 1 on peut neanmoins se 
demander a quoi « ressemble » (L 00 )'. 

A cet effet considerons L°°(Q; C) comme une C* algebre de Banach commutative (voir 
par exemple Rudin [1]). D’apres le theoreme de Gelfand, L°°(Q;C) est isomorphe et 
isometrique a C(K; C) (ou K est un espace topologique compact, plus precisement le 
spectre de l’algebre L 00 ). Par consequent L°°(Q; C)' s’identifie a l’espace des mesures (de 
Radon) sur K (a valeurs dans C) [et L°°(Q; R)' s’identifie a l’espace des mesures (de Radon) 
sur K a valeurs dans R]. Pour plus de details, voir Rudin [1] ou Yosida [1], p. 118. 
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Remarque 9. — L’espace L 00 n’est pas separable. Pour etablir ce fait il est commode 
d’utiliser le 

Lemme IV.3. — Soit E un espace de Banach. On suppose qu'il existe une famille (0,) ieI telle 
que 

(i) Pour tout i e I, O f est un ouvert non vide de E. 

(ii) O t - nOj = 0 si i ^ j. 

(iii) I n'est pas denombrable. 

Alors E n'est pas separable. 

Demonstration du lemme IV.3. — Raisonnons par Fabsurde et supposons que E est 
separable. Soit (u n ) neN une suite dense dans E. Pour chaque i e I, O, n (u n ) neN # 0 et on 
choisit n(i) tel que M„ (0 eO f . L’application i i—► n(i) est injective; en effet si n(i) = n(j) 
alors u n(i) = u n(j) e O t n O } et done i = j. Par suite I est denombrable — ce qui est 
contraire a (iii). 

Montrons maintenant que L 00 n’est pas separable. Pour tout aeQ on fixe 
r a < dist ( a , Ci2); on pose u a = 1 rJ et 

0„ = |/e L“; 11/ - »J| L - < 

On verifie aisement que la famille (O fl ) aefi satisfait (i), (ii) et (iii). 


Le tableau suivant recapitule les principals proprietes des espaces L p rencontrees au 
§ IV.3. 



Reflexif 

Separable 

Espace dual 

L p 

1 < p < 00 

OUI 

OUI 

If 

L' 

NON 

OUI 

L 00 

L°° 

NON 

NON 

Contient strictement L 1 


IV.4. Convolution et regularisation 

Dans tout ce paragraphe, sauf a la proposition IV. 17 et au corollaire IV.23 on prend 
Q - R N . 


• Theoreme IV.15. — Soient f e L 1 ([R N ) et g gL p ([R n ) avec 1 ^ p < oo. 

Alors , pour presque tout x e (R N , la fonction y i—> f(x — j)^Cv) es * integrable sur I 
On pose 


Alors f * g e L P ([R N ) et 




-r 

JrN 


fix - dy. 


II/* gill/ < ll/llfllgllLP- 
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Demonstration. — La conclusion est evidente si p = oo. Supposons d’abord que p = 1 et 
soit 


F(x, y) = f(x - y)g(y). 

Pour presque tout y e IR N on a 

y)|dx = |fli(y)| [\f(x - y)\dx = ||/|| L .|g(>’)| < oo 


et 


K 


d y 




y)|dx = 


< OO. 


Appliquant le theoreme de Tonelli (theoreme IV.4) on voit que FeL^R * 4 x R N ). 
Grace au theoreme de Fubini (theoreme IV.5) on obtient 


et 


|F(x, yJIdy < oo p.p. x e U N 
dxJ|F(x, y)\dy < ||/|| L .|| 0 || L .. 


Ceci correspond exactement a la conclusion du theoreme IV. 15. 

Supposons maintenant que 1 < p < oo. D’apres ce qui precede, on sait que pour 
presque tout x e R N fixe, la fonction y t—► |/(x — y)| \g(y)\ p est integrable sur IR N , i.e. 

I/(X - y)| ,/p I 0 (y)| e LJ(IR N ). 

Comme |/(x — y )| 1/p e LJ , on deduit de l’inegalite de Holder que 

l/(x - }Oll0O')l = |/(x - y)| 1/f ’|0(>’)l • l/(x - y)\ llp ' e L‘ 
et 



y)lls(y)l d y < 


(I 1 


l/(x - y)\\g(y)\ p d y 


Up 


i.e. 


\(f * 9)(x)\ p ^ (\f\ * \g\ p )(x).\\f\e'- 


Appliquant le resultat du cas p = 1 on voit que 

f * geV et ||/ * g\\% < \\f\M\%Wf\C 

>-e- 11 / * g\\v < ||/|| l .WIlp. 


Notation. — Etant donnee une fonction/on pose /(x) = /(— x). 


Proposition IV.16. - Soientfe L 1 (R N ), g e L'([R N ) et he 
Alors on a 


(% 

J 


w* g) h 



Demonstration. — La fonction F(x. y) = /(x — y)g(y)h(x) appartient a L‘(IR N x R N ) 
puisque 



I fix - y)My)\dy 


) 


dx < oo 


grace au theoreme IV. 15 et a l’inegalite de Holder. 
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Par consequent 


/» 

< 


(/ * g)(x)h(x) dx = 


dx F(x, y) d y = Jd>> jV(x, y) dx = 


g(y)(f * h)(y)dy. 


Supports dans la convolution 

La notion de support d’une fonction continue est bien connue : c’est le complementaire 
du plus grand ouvert sur lequel / est nulle (ou, ce qui revient au meme, l’adherence de 
l’ensemble (x;/(x) # 0}. Quand on travaille avec des fonctions mesurables il faut etre plus 
prudent — puisque ces fonctions sont seulement definies presque partout — et la definition 
precedente ne convient plus [on pourra s’en convaincre en considerant 1 Q ]. La definition 
appropriee est la suivante : 

Proposition IV. 17 et definition du support. — Soit Q c [R N un ouvert et soit f une fonction 
definie sur Q d valeurs dans R. On considere la famille de tous les ouverts (co i ) Ji€ ,, co, c: Q tels que 

pour chaque i e I,/ = 0 p.p. sur co,. On pose co = (J co . 

iel 

Alors f = 0 p.p. sur co. 

Par definition , Supp / = Q\co. 

Remarque 10. 

a) Si f x et / 2 sont deux fonctions telles que f x = f 2 p.p. sur Q, alors Supp f — Supp f 2 . 
On peut done parler du support d’une fonction f e L p (sans preciser quel representant on choisit 
dans la classe d’equivalence). 

b) Si / est continue sur Q on verifie aisement que cette definition coincide avec la 
definition usuelle. 


Demonstration. — II n’est pas clair que / = 0 p.p. sur co puisque la famille I n’est pas 
denombrable. Toutefois on peut se ramener au cas denombrable par le procede suivant. 

Soit (K„) une suite de compacts tels que co = |J K„ 


[prendre par exemple K„ = {x e co; dist (x, (R N \co) ^ - et |x| ^ «}]. 

Ensuite, pour chaque n , K„ est recouvert par un nombre fini des co,, soit K„ c= \J co, avec 

i e I„ 

I„ c= I fini. Posant J = JJ I„ (J est denombrable) on a co = (J co,. Comme/ = 0 p.p. sur co f , 

n «e J 

on conclut que / = 0 p.p. sur co. 


• Proposition IV.18. — Soient feL l {U N ) et ge L P (R N ). Alors 

Supp (f*g) c Supp / 4- Supp g 


Demonstration. — Soit xel N fixe tel que la fonction j; h f(x — y)g (y) soit integrable 
(voir theoreme IV. 15). On a 


(/ * g)W = 


I fix - y)g(y) d y 


-I 


fix - y)g(y) d y. 


(x — Supp/) nSupp g 
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Si x £ Supp/ + Supp g , alors (x - Supp/) n Supp 0 = 0 et (/ * #)(x) = 0. Done 
(/ * 0)M = 0 p.p. sur Q(Supp/ + Supp g) 

et en particulier 


(/ * 0)M = 0 p.p. sur Int Q(Supp/ + Supp#). 

Par consequent Supp (/*#)<= Supp/ + Supp g. 

• Remarque 11. — Bien entendu sifetg sont tous deux a supports compacts, alors/ * g est 
a support compact. En general, si l’un des supports seulement est compact, alors/ * g n’est 
pas a support compact. 


Proposition IV. 19. — Soient f e C c (R N ) et g e L j 1 oc ([R N ). Alors 

/* g e C ( [R N ). 

Demonstration. — Notons d’abord que pour tout x e !R N la fonction y 1 — >f(x — y)g(y) 
est integrable sur 1R N et done (/ * g){x) a un sens pour tout x e (R N . 

Soit x n —> x et posons 


F.(y) =/(*. - y)9(y) 

F(y) = fix - y)g(y) 


de sorte que F n (v) -» F(y) p.p. sur IR N . D’autre part, soit K un compact fixe tel que 
(x n - Supp/) <= K pour tout n. Done f(x„ - y) = 0 pour y £ K et par suite 
|F„(_p)| < |/j|| /.l K (v);/(}')■ majorante integrable. On deduit du theoreme de Lebesgue que 


(/ * = 


F„(y)dy 


I 


F (y) dy = (/ * g)(x). 


Notations 

C k (Q) designe l’espace des fonctions k fois continument differentiables sur Q 
C°°(Q) = f| C k (Q) 

k 

Cj(fl) = C*(Q) n C c (ft) 

C“(fi) = C*(fl) n C c (0) 

(certains auteurs utilisent la notation S'(Cl) ou bien Co (D) au lieu de C c °°(fi)). 


• Proposition IV.20. — Soient f e Cj(R N ) et g e L‘ oc (IR N ) (k entier). Alors 
f*ge C*(R N ) et D “(/* g) = (D *f) * g C). 

En particulier si f e C c °°(lR N ) et g e L | 1 oc (IR N ), alors f * g £ C°°([R N ). 


(*) Ici D“ designe l’une quelconque des derivees partielles 

d«i d d a N 


D“/ = 


dxV dx? 


^X a N 

N 


/ 


|a| = oq + a 2 + ... + a N ^ k 
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Demonstration. — Par recurrence on se ramene immediatement au cas k = 1. 
Soit xeU N fixe; montrons que / * g est differentiable en x et que 

W * am = (V/ * g)(x) (») 1 

Soit hel R N avec \h\ < 1 (h destine a tendre vers 0). On a 


I f(x + h - y) - f(x - y) - hWf(x - y)\ 

M 

[/iV/(x + sh — y) — hVf(x — y)] ds| 
Jo 


r 


Vye! 


avec e(|/z|) -> 0 quand |/i| —► 0 (puisque V/ est uniformement continu sur 1R N ). 
Soit K un compact fixe assez grand pour que x + B(0, 1) - Supp/ <= K. On a 


/(x + h - y) - f(x - y) - hVf(x - y) = 0 Vy £ K, Vh e B(0,1) 


et done 

I f(x + h-y)-f(x-y)- hVf(x - y)\ ^ \h\ e(W)l K (jO Vy e RN V /i 6 B(0, 1). 
Par consequent 

I(/ * 0 )(* + h) -(/* am - h(Vf * 0 )(x)| $ |/i|s(|fc|) ) \g(y)\Ay. 

J K 

II en resulte que f * g est differentiable en x et que V(f * g)(x) = (V/ * #)(x). 


Suites regularisantes 

Definition. — On appelle suite regularisante (mollifiers en anglais) toute suite (p n ) n>l de 
fonctions telle que 

p„ e C c °°(IR N ), Supp p„ c B(0, ^), fp„ = 1, P„ > 0 sur 1R N . 


Dorenavant on utiiisera systematiquement la notation (p„) pour designer une suite 
regularisante. 

Remarquons qu’il existe des suites regularisantes. En effet, il suffit de fixer une fonction 


p g C®(R N ) avec Supp p 
fonction 


B(0, 1), p ^ 0 sur U N et 


p > 0; prendre par exemple la 


j 


i 



On considere ensuite p„(x) = C« N p(nx) avec C = 



Proposition IV.21. — Soit f e C(1R N ); alors p „*/-►/uniformement sur tout compact de 1R N . 


o 


v/= (—< —. —) 

KdXi dx 2 dx N / 
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Demonstration. — Soit K <= IR N un compact fixe. Pour tout e > 0 il existe 8 > 0 
(dependant de K. et e) tel que 


I fix ~y)~ /(x)| < e VxeK, Vye B(0, 8). 

I fix ~ y ) -/W]p„(>') dy 


On a 

(p„ * f){x) - fix) = J[/(x - y) -/(x)]p„(y) d>- 


-f 

B(0, —) 


et done pour n > - et x e K, 


I (P„ * /)M ~ /Ml ^ e 




• Theoreme IV.22. — Soit f e L P ([R N ) avec 1 ^ p < oo. Alors p„*/-►/ dans L P ([R N ). 

Demonstration. - Soit e > 0 et soit f x e C c (U N ) fixe tel que \\f — fi\\ L p < £ (voir 
theoreme IV. 12). D’apres la proposition IV.21 on sait que p n * /j -► /j uniformement sur 
tout compact. D’autre part, on a (voir proposition IV. 18) 

Supp (p„ * /j) <= B(0, -) 4- Supp f x c K, K compact fixe. 
n 

Par consequent, on en deduit que 

llp„ * /l -/iIIl p -* 0. 

n -> oo 

Enfin on ecrit 

p„ * /-/= [p„ * (/-/,)] + [p„ * /, -/,] + [/, -/]; 

d’ou il resulte que 

IIP, * f-fhp < 2||/-/ 1 || l p + ||p„ * /, -/JIlp 

(grace au theoreme IV. 15). 

On a done 

lim sup l|p„ * f - f\\v < 2s Vs > 0 

fl~» 00 

i.e. lim ||p„ * / -/Hu- = 0. 

00 

• Corollaire IV.23. — Soit Q c U N un ouvert quelconque. 

Alors C c °°(n) est dense dans L P (D) pour 1 ^ p < oo. 

Demonstration ( 1 ). — Soient fe L P (Q), e > 0 et f x e C c (Q) tels que 

11/ ~ /ill !/(£)) < 8 - 

On considere la fonction f l definie par 

)== |/iM si x e Q 
h X “ (0 si X e [R N \Q 


(*) La technique de regularisation par convolution a ete introduite par Leray et Friedrichs. 
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de sorte que f Y e L P ([R N ) et (theoreme IV.22) ||p„ * f t — /iIIlP(r n ) 0. D’autre part 

Supp (p„ * / x ) c= B(0, -) + Supp f x c Q pour n assez grand. 
n 

Soit u n = (p„ * f t ) iq. Alors, pour n assez grand, u n e C c (Q) et de plus \\u n — /iIIlp ( q) -► 0. 
Done, pour n assez grand, \\u n — /||lp (Q) < 2e. 


IV.5. Critere de compacite forte dans L p 


II est important de savoir reconnaitre quand une famille de fonctions de L P (Q) est 
relativement compacte dans L P (Q) pour la topologie forte. Rappelons d’abord le theoreme 
d’Ascoli qui repond a la meme question dans C(K) ou K est un espace metrique compact. 


• Theoreme IV.24 (Ascoli). — Soit K un espace metrique compact et soit JF un sous - 
ensemble borne de C(K). 

On suppose que est uniformement equicontinu i.e. 

(21) Ve > 0 35 > 0 tel que d(x x , x 2 ) < 5 => |/(xj) — f(x 2 )| < s V/G^f 

Alors est relativement compact dans C(K). 

Pour la demonstration du theoreme d’Ascoli voir par exemple Dixmier [1], 
Choquet [1], Dieudonne [1], Yosida [1]. 

Le theoreme suivant (et son corollaire) sont des « versions L p » du theoreme d’Ascoli. 


Notations 

1) On pose (Tft/)(x) = f(x + h) (translation de / par h). 

2) Soit Q <= (R N ouvert; on dit qu’un ouvert co est fortement inclus dans Q et on ecrit 
© c c Q si co cz Q ( x ) et si co est compact. 

• Theoreme IV.25 (M. Riesz-Frechet-Kolmogorov). — Soit Q c U N un ouvert et soit co c= Q. 
Soit & un sous-ensemble borne de L P (Q) avec 1 ^ p < oo .On suppose que 

(22) Ve > 0 35 > 0, 5 < dist (co, QQ) tel que 

lk/-/lluV)< e avec 1*1 < 5 et V/6J^( 2 ). 

Alors J^| w est relativement compact dans L p (co). 


(*) co designe la fermeture de co dans R N . 

( 2 ) Noter que si x e co et \h\ < 6 < dist (co, (JQ) alors x + /iefiet/(x + /i)aun sens. L’hypothese 
(22) est une condition d’equicontinuite «integrate » a rapprocher de (21). 
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Demonstration. — On peut toujours supposer que Q est borne. Pour f e & on pose 

T . = f/M si xeQ 
J[X) ” 1 0 si xeH N \Q. 

On note 

¥ = {/; /€ 

de sorte que ^ est borne dans L P (R N ) et dans L^IR 1 *). On procede en trois etapes : 
a) On a 

iip. * / - /iiuv) < 8 yf e & et v « > 


En effet on a 

i(p„ * D(x) - m < 


rN 


I fix - y) - /(x)|p„(y) Ay 


^ J n I fix - y) -f(x)\ p p„(y) dyj 


et par suite 


l(P. *f)(x) -f(x)\” < | | f(x - y) -/(x)|'p„(y) d y 


Done 


[ I(P. 
J(fl 


*f)(x) -f(x)l p Ax < 


P»(y) d y 


I fix - y) — f(x)\ p dx < e p 


B(0,-) 


pour n > - (d’apres (22)). 

8 

b) La famille = (p„ * J*)^ verifie, pour chaque n, les hypotheses du theoreme 
d’Ascoli. En effet on a d’abord 

up. */II l .,rn, < IIp„IIl*II/IIl- c„ v/e F. 

D’autre part, on a Vx t , x 2 € IR N , V/e 

l(P„ */)(*i) - (P„ */)(*2>l l*i - x 2 |||p„|| Up ||7ll L . 

< C„|Xj - x 2 |. 

II en resulte que Jf est relativement compact dans C(a>) et a fortiori dans L p (w). 

c) Conclusion de la demonstration. Etant donne e > 0 on fixe n > - de sorte que 

IKP. */) -/IIlp ( «» < s V/e S’. 

Comme est relativement compact dans L p (co) on peut recouvrir ■%' par un nombre fini 


(*) llPJIup = Sup 

Z,/Z 2 


|P.(2l) - P.(2 2 


1*1 “ Z 2 I 
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de boules de rayon s (dans L p (co)). Les boules correspondantes de rayon 2s recouvrent 
alors F l(a . Par consequent F^ est relativement compact dans L p (co). 


• Corollaire IV.26. — Soit ft c= 
avec 1 ^ p < oo. 

On suppose que 


f un ouvert et soit F un sous-ensemble borne de L p (ft) 


V/eJs 


(23) 

f Vs > 0 Vco <= <= ft, 

35 > 0, 5 < dist (co, (JO) 

tel que 

i IK/-/llu-«o) < e 

VA e IR N avec \h\ < 8 

et 

(24) 

Vs > 0 3co c= c ft 

tel que ||/|| l p (£ 1uo) < £ 

V/e F. 

Alors 

F est relativement compact dans L p (ft). 



Demonstration. — Etant donne s > 0 on fixe co ccft tel que 

ll/ll L p (Q\co) < e V/e F. 

D’apres le theoreme IV.25 on sait que F^ est relativement compact dans L p (co). On peut 
alors recouvrir F l(0 par un nombre fini de boules de rayon £ dans L p (co). Soit 


^l<0 <= U B(0i,e) avec e L p (co) 

i - 1 

(ces boules sont entendues dans L p (co)). On pose 

1 9 i(x) xea 


9i(x) = 


0 


X E ft\C0. 


On verifie aisement que F c= (J B(0 f ,2s) (ces boules sont entendues dans L p (ft)). 

i = 1 


Remarque 12. — La reciproque du corollaire IV.26 est vraie (voir par exemple [EX]). 

Remarque 13. — Soit F un sous-ensemble borne de L P ([R N ) avec 1 ^ p < oo verifiant 

Vs > 0 35 > 0 tel que || x h f - /Hl^rN) <8 V/i avec \h\ < 5 et V/e F. 

En general on ne peut pas conclure que F est relativement compact dans L P ([R N ); on peut 
seulement dire que F^ est relativement compact dans L p (co) pour tout co ouvert borne de 
[R N . Voir un exemple dans [EX]. 


Terminons avec une autre application simple (mais utile !) du theoreme IV.25. 

Corollaire IV.27. — Soit GeL^IR* 4 ) une fonction fixee et soit 

F = G * 

ou & designe un borne de L P (R N ) avec 1 ^ p < oo. 

Alors F | W est relativement compact dans L p (co) pour tout ouvert borne co de U N . 

Demonstration. — II est clair que F est borne dans L P (1R N ). D’autre part si / = G * u 
avec ue & on a 


\\ T hf ~ /IIl/>(r n ) — IlfoG — G) * ^ C||x h G — G|| l 1(rn^. 
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On conclut grace au 

Lemme IV.4. — Soit G e L*([R N ) avec 1 ^ q < oo. Alovs 

lim \\x h G - G|| L q (R N ) = 0. 

/i-0 

Demonstration. — Soit s > 0 donne et soit 

G! gC c ( 1R n ) tel que ||G - GJb < e. 

On a 

l|x*G - G|b ^ \\x h G - x^lb + \KG l - GJb + IIG, - G|b 

< 2e + ll X /|G! - Gjlb. 


D’autre part, il est evident que lim ||T fc Gj — GJb — 0 et done 

h^O 


lim sup ||x*G — G|b < 2s. 
/* —► o 


Commentaires sur le chapitre IV 


1) Nous avons rappele au § IV. 1 quelques principes de base de la theorie de FIntegration. 
Parmi les resultats utiles qui n’ont pas ete mentionnes citons, entre autres, le 


* Theoreme IV.28 (Egorov). — On suppose que |Q| < oo. Soit (/„) une suite de fonctions 
mesurables de Q dans U telle que 

fn(x ) “►/(*) p.p. sur Q ( avec |/(x)| < oo p.p.). 

Alovs 

Vs > 0 3A c Q mesurable tel que 
|Q\A| < s et f n / uniformement sur A. 

Pour la demonstration, voir par exemple Malliavin [1], Marie [1], Yosida [1], Chae [1], 
Friedman [3], Dieudonne [2], Hewitt-Stromberg [1], Wheeden-Zygmund [1]. 


2) L’espace des mesures sur Q. Ensembles faiblement compacts de L 1 . 

On a vu que les ensembles bornes de L P (Q) sont relativement compacts pour la 
topologie a(L p , I/) lorsque 1 < p ^ oo. Par contre 1^(0) n’est pas reflexif et on peut 
meme montrer que L^Q) n’est pas un espace dual. II en resulte que les bornes de L^Q) ne 
possedent aucune propriete de compacite relativement a une topologie faible. Pour 
« remedier a cet inconvenient » on peut plonger L^Q) dans un espace plus grand : l’espace 
M(Q) des mesures de Radon sur Q. 
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Pour cela on considere l’espace E = C c (Q) muni de la norme \\u\\ = Sup |w(x)|. On 

xeO 

designe son dual E' par M(Q). On va identifier L^Q) a un sous-espace de M(Q). A cet effet 
on introduit l’application T iL^Q)-* M(Q) definie comme suit. 

Etant donne f e L 1 (Q), l’application u e C c (Q) i—► J/u est une forme lineaire et continue sur 

C c (Q) notee T/; de sorte que 

<T f U> E . E = {/, 

On verifie aisement que T est une application lineaire de L^Q) dans M(Q) et que 
HT/|Im(o) = Sup \fu = ||/|| L1(Q) (voir [EX]); 

u e C c (Q) J 

INI<1 

autrement dit T est une isometrie de L^Q) dans M(Q). Grace a T on peut identifier L^Q) a 
un sous-espace de M(Q). Les bornes de L^Q) sont relativement compacts dans M(Q) pour 
la topologie faible * ct(M, C c ). De meme on voit que si (/„) est une suite bornee de L^Q) il 
existe une sous-suite extraite (f n ) qui converge vers une mesure p pour la topologie 
a(M,C c )i.e. 

j 'fn k U-*<V’U> VuGC c (n). 

Signalons enfin la question delicate suivante : Quels sont les ensembles de L X (Q) qui sont 
relativement compacts pour la topologie a(L 1 ,L 00 )? 

La reponse est fournie par le 


* Theoreme IV.29 (Dunford-Pettis). — Soit O c U N un ouvert borne {pour simplifier). Soit 
& c= L^Q) un sous-ensemble borne. 

Alors est relativement compact pour la topologie a(L ! , L 00 ) si et seulement si Von a 

Vs > 0 35 > 0 tel que 

|/| < s V/g# - et VA c Q avec |A| < 5. 

Ja 

Pour la demonstration voir par exemple Dunford-Schwartz [1], Beauzamy [1], Neveu 
[1], Dellacherie-Meyer [1] (Chapitre I) ou [EX]. 


3) Fonctions a valeurs vectorielles 


Soit Q un ouvert de 1R N et soit E un espace de Banach. On definit L P (Q ; E) comme 
etant l’espace des fonctions definies sur Q, a valeurs dans E, mesurables en un sens a 


preciser, telles que 


\\f(x)\\ p dx < oo (modification usuelle pour p = oo). La plupart des 


proprietes rencontrees aux § IV.2 et IV.3 sont encore valables moyennant des hypotheses 
convenables sur E (E separable, ou bien E reflexif). Par exemple si E est reflexif et 
1 < p < oo, alors L P (Q; E) est reflexif et son dual s’identifie a L p (Q; E') (voir par exemple 
Edwards [1], L. Schwartz [5] et Marie [1] si E est un Hilbert). Ces espaces jouent un role 
important dans la theorie des equations devolution (Q est alors un intervalle de IR). 
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4) Theorie de (’interpolation 

Citons un resultat frappant qui est le point de depart de cette theorie. 

* Theoreme IV.29 (M. Riesz-Thorin, Marcinkiewicz). — Soit Q c [R N un ouvert borne (pour 
simplifier). Soit T : L^Q) —► L*(Q) un operateur lineaire et continu. On suppose que 
T : L°°(Q) - L°°(Q). Alors T : I/(Q) - L P (Q) pour tout 1 < /> < oo. 

Pour la demonstration voir par exemple Dunford-Schwartz [ 1 ], Stein-Weiss [ 1 ], Bergh- 
Lofstrom [1], Reed-Simon [1] (volume 2) et [EX]. La theorie de Interpolation a ete 
developpee par Lions, Peetre, Calderon, Stein et d’autres. Elle constitue un outil tres utile en 
Analyse, et en particulier en theorie des equations aux derivees partielles, voir par exemple 
Lions-Magenes [1]. 


5) Inegalite de Young 

* Theoreme IV.30 (Young). — Soient f e L P ([R N ) et g e L*([R N ) avec 

1 1 1 

1 ^ p ^ oo, et - = —1- 1^0. 

r p q 

Alors 

f*ge L '(R N ) et \\f * g\\ L r ^ \\f\y \\g\\ Lq . 

Pour la demonstration voir par exemple [EX]. 

6) La notion de convolution — generalisee aux distributions (voir L. Schwartz [1]) — joue 
un role fondamental en theorie des equations aux derivees partielles lineaires. Ceci 
provient, entre autres, du fait que Fon peut exprimer la solution d’une equation P(D)m = / 
(ou P(D) est un operateur differentiel a coefficients constants) sous la forme u = E * /ou 
E est la solution elementaire de P(D) (Theoreme de Malgrange-Ehrenpreis); voir le 
commentaire 2b du chapitre I. 
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V.l. Definitions. Proprietes elementaires. 
Projection sur un convexe ferme 


Definition : Soit H un espace vectoriel. Un produit scalaire (w, v) est une forme bilineaire de 
H x H dans (R, symetrique, definie positive [i.e. (w, v) ^ 0 Vm g H et (n, u) > 0 si u # 0]. 
Rappelons qu’un produit scalaire verifie l’inegalite de Cauchy-Schwarz : 

|(u, t>)| < (u, m) 1/2 (p, t>) 1/2 Vm, veU. 


[Remarquons que pour etablir Tinegalite de Cauchy-Schwarz on n’utilise pas Thypothese 
(u, u) > 0 si u 7 ^ 0 ]. 

Rappelons aussi que |u| = (u, u) l/2 est une norme (*). 

[En effet |u + r | 2 = |u | 2 4- M 2 + 2(u, v) ^ \u\ 2 + |r | 2 + 2\u\\v\l 


Rappelons enfin «l’identite du parallelogramme » : 


( 1 ) 


u + b 2 
2 



(Ia| 2 + \b \ 2 ) 


Va, be H. 


Definition. — Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire 
(m, v) et qui est complet pour la norme (u, u) l/2 . 

Dans toute la suite H designe un espace de Hilbert. 


Exemple fundamental : L 2 (Q) muni du produit scalaire 

(m, v ) = u(x)v{x)dx 

Jn 

est un espace de Hilbert; Tespace de Sobolev H 1 que nous rencontrerons aux chapitres 
VIII et IX est un espace de Hilbert « modele » sur L 2 . 


• Proposition V. 1. — H est uniformement convexe et done reflexif 


i 1 ) On notera sou vent | | (au lieu de || ||) la norme associee a un produit scalaire. 
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Demonstration. - Soient 8 > 0, u , v e H tels que \ u \ ^ 1, \v\ ^ 1 et \u - v\ > s. Grace a 
Tidentite du parallelogramme on a 


u + V\ 
2 


^ 1 -et done 

4 


u + v 
2 


/ g 2 \ i/ 2 

<1-5 avec 5 = 1 — ( 1 — — J > 0 . 


• Theoreme V.2 (Projection sur un convexe ferme). - Soit K a H un convexe ferme non 
vide. Alors pour tout f e H, i7 existe u e K unique tel que 


( 2 ) 


\f-u\ = Min |/- r|. 


t>e plus u est caracterise par la propriete: 

(3) 


ue K 


(/ - «, r - u) < 0 

Vr G K 


On note u = P K / = Projection de f sur K. 


Demonstration. 

a) Existence. - Nous indiquerons deux demonstrations 

1) La fonction 9 ( 1 ?) = \f - i?| est convexe, continue et lim (p(t>) = + 00. Done 

l»|-»oo 

(corollaire III.20) 9 atteint son minimum sur K puisque H est reflexif. 

2) La deuxieme demonstration ne fait pas appel a la theorie des espaces reflexifs. Soit 
(v„) une suite mininisante pour ( 2 ) i.e. v n e K et 


d„ = \f-vj^d= Inf \f-v\. 


Montrons que ( v „) est de Cauchy. Appliquant Tidentite du parallelogramme avec 
a =/- v„, b =/- v m il vient 


/' 


n ^ m 


Or 


+ V m 


e K et done 


- ~ (d* + dl). 


^ d. Par consequent 


n m 


1 


< z ( d n + d i) ~ d 2 et lim |e„ - vj = 0. 

Z m,n~* oo 

Done v n -► u e K et Ton a d = \f — u\. 

b) Equivalence de (2) et (3) 

Soit u e K verifiant (2) et soit w e K. On a 

v = (1 - t)u + tw e K pour t e ]0, 1] 

1 / - u\ ^ If - [(1 - t)u Hh tw]| = |(/ - it) - t(w - u) |. 


et done 
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Par suite 

1 / - u \ 2 < 1 / — u\ 2 - 2 t(f - u, w - u) + t 2 |w - w| 2 . 
i.e. 2(/ — u, w — u) ^ t|w — w| 2 . Quand £ -► 0 on obtient (3). 

Inversement, soit u verifiant (3). Alors on a 

|w - /| 2 - \v - J\ 2 = 2(/ - u, t; - w) - \u - v\ 2 ^ 0 Vi> g K; 

d’ou ( 2 ). 

c) Unicite 

Soient u 1 et u 2 verifiant (3). On a 

(4) (f — u 1 , v — Wj) ^ 0 Vi; g K 

(5) (f-u 2 ,v-u 2 )^0 Vv e K. 

Reportant v = u 2 dans (4) et t; = dans (5), on obtient apres addition, \u t — u 2 \ 2 ^ Of 1 ). 
Proposition V.3. — Sous les hypotheses du theoreme V.2 on a 

|Pk/i - Pk/ 2 I < l/i ~/ 2 l V/ l5 / 2 g H. 

Demonstration. — Posant u x = P K / t et u 2 = P K / 2 il vient 

( 6 ) (/i — , v — nj ^ 0 Vt? g K 

(7) (f 2 ~ u 2, v ~ u i) Vi? g K. 

Reportant v = u 2 dans ( 6 ) et v = u t dans (7), on obtient apres addition 

I«1 - “2I 2 < (/l -/ 2 . «1 - “ 2 )- 

Par suite \u 1 — u 2 | ^ | f x — f 2 1. 

Corollaire V.4. — Soit M a H un sous-espace vectoriel ferme. Soit f e H. 

Alors u = Pm / est caracterise par 

fw G M 

( 8 ) 1 

l(f-u,v) = 0Vve M. 

De plus P M esf un operateur lineaire. 

Demonstration. — D’apres (3) on a 

(f — u, v — u) ^ 0 Vi? g M 

et done 

(f — u, tv — u) ^ 0 Vi? g M, Vt g R. 

II en resulte que 

if - u , v) = 0 Vi? g M. 

Inversement si w verifie ( 8 ) on a 

(/ — u, v — u) = 0 Vug M. 

f 1 ) L’unicite de u, sous la forme (2) resulte aussi directement de la stricte convexite de la norme 
d’un espace de Hilbert. 
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V.2. Le dual d’un espace de Hilbert 


• Theoreme V.5 (Theoreme de representation de Riesz-Frechet). — Etant donne <p e H' il 
existe f e H unique tel que 


<<P, *> = (f v ) Vv g H. 


De plus on a 


\f\ = I!<pII H ' 


Demonstration. - Nous presenterons a nouveau deux demonstrations : 

1) La premiere ressemble a la demonstration du theoremeIV.ll. On considere 
l’application T : H -► H' construite comme suit : etant donne f e H, l’application 
v i—► (/, v) est une forme lineaire continue sur H; done elle definit un element de H' note 
T/ i.e. 


<T f v > =(/, v) Vi; g H. 

II est clair, grace a l’inegalite de Cauchy-Schwarz, que ||T f\\ w = \f\. Done T est un operateur 
lineaire isometrique de H sur T (H), sous-espace ferme de H'. Pour conclure, il reste a prouver 
que T(H) est dense dans H'. Soit h e H" = H (puisque H est reflexif) tel que <T f,h} = 0 
V/g H; verifions que h = 0. On a (/, h) = 0 V/g H et par suite h = 0. 

2) La deuxieme demonstration ne fait pas appel a la theorie des espaces reflexifs. 
Soit M = cp - ^0); M est un sous-espace ferme de H. 

Si M = H, i.e. cp = 0, on conclut en prenant / = 0. 

Supposons que M # H. Montrons qu’il existe un element g e H tel que : 


g £ M, \g\ = 1 et (g , w) = 0 Vw g M. 


En effet, soit g 0 e H avec g 0 £ M, et soit g x = P M 0o; on prend ensuite g =-• 

\9o ~ 0i I 

Tout dgH admet une decomposition de la forme v = Xg + w avec X e U et w g M : il 
suffit de poser 


<<P, v> 
< 9 , 


w = v — Xg. 


Il vient alors 0 = (g , w) = (g, v — Xg) i.e. (g , v) = X — 
<cp, v ) = (/, v) Vt; g H ou / est defini par / = <cp, g}g. 


< 9 ^> 


On conclut que 


• Remarque 1. — H et H' : identifier ou ne pas identifier ? — Le triplet V c H c V'. 

Le theoreme V.5 montre que toute forme lineaire continue sur H peut se representer a 
l’aide du produit scalaire. L’application cp i—► / est un isomorphisme isometrique qui 
permet d’identifier H et H\ On fera tres souvent cette identification mais pas toujours. 
Decrivons une situation typique ou il n’y a pas lieu de faire cette identification. Soit H un 
espace de Hilbert muni du produit scalaire (,) et de la norme associee | |. Soit V un sous- 

espace vectoriel, dense dans H. On suppose que V est muni d’une norme || || qui en fait un 

espace de Banach reflexif. On suppose que l’injection canonique de V dans H est continue, i.e. 


\v\ ^ c\\v\\ Vr g V. 
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On identifie H'et H. On peut alors plonger H dans V' grace au procede suivant: etant donne 
f e H, l’application v eW ► (f,v) est une forme lineaire continue sur H et a fortiori sur V; 
on la note T/e V' de sorte que 

<T/, v} Y w = (f v) V/eH, Vi; g V. 

On verifie aisement que T : H -► V' possede les proprietes suivantes : 

(i) ||T/|| V , ^ C\f\ V/e H, 

(ii) T est injective, 

(iii) T(H) est dense dans V' (*). 

A l’aide de T on plonge H dans V' et on a le schema 
(9) V c H = H' c V' 

ou les injections canoniques sont continues et denses. 

On notera qu’avec cette identification <(p, i;> v < v coincide avec (cp, v) des que (p e H et v e V. 
On dit que H est Tespace « pivot ». 

Supposons maintenant que V, au lieu d’etre un espace de Banach general est un espace de 
Hilbert, avec son propre produit scalaire ((,)) associe a la norme || ||. On pourrait alors 

identifier V' et V via le produit scalaire ((,)). Toutefois (9) devient absurde. Ceci montre 
qu’on ne peut pas faire simultanement les deux identifications : il faut choisir. On a pris 
l’habitude — c’est un choix arbitraire — de preferer Identification H' = H, avec (9) comme 
consequence et de ne pas identifier V' et V. A ce sujet nous recommandons au lecteur de 
mediter l’exemple suivant: 

H = l 2 = {u = (m„); YjUl < oo} muni du produit scalaire (w, v) = 

V = {u = ( u n ); £ n 2 ul < oo} muni du produit scalaire ((w, v)) = I,n 2 u n v n . 

Remarque 2. — En utilisant l’isomorphisme de Riesz-Frechet (et la deuxieme 

demonstration du theoreme V.5) on pourrait etablir directement que H est reflexif sans 
passer par la theorie des espaces uniformement convexes. 

Remarque 3. — Si Ton fait Identification H' = H, alors l’orthogonal M 1 d’un sous-espace 
M c H est considere comme un sous-espace de H et 

M 1 = {u e H; (u , v) = 0 Vt> e M}. 

Dans un espace de Hilbert tout sous-espace ferme admet un supplementaire topologique 
(voir chapitre II.4). En effet il est clair (grace au corollaire V.4) que si M est un sous-espace 
ferme on a 

M n M 1 = {0} et M 4- M 1 = H. 


V.3. Theoremes de Stampacchia et Lax-Milgram 


Definition. — On dit qu’une forme bilineaire a(u, v) : H x H -► U est 
(i) continue s’il existe une constante C telle que 

| a(u , i;)| ^ C|m||i;| Vm, v e H, 


( x ) En general T n’est pas surjective de H sur V'. 
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(ii) coercive s’il existe une constante a > 0 telle que 

a(v , v) ^ a|y| 2 Vy e H. 

Theoreme V.6 (Stampacchia). — Soit a(u y v) une forme bilineaire continue et coercive . Soit K 
un convexe , ferme et non vide . 

Etant donne 9 e H' il existe u e K unique tel que 

(10) a(i/, v — 1 /) ^ < 9 , v — u} W g K. 

De si a est symetrique , afors 1 / est caracterise par la propriete 

( 11 ) 

Pour demontrer le theoreme V.6 on utilisera le resultat classique suivant : 

• Theoreme V.7 (Theoreme de point fixe de Banach - methode des approximations successives 
de Picard). 

Soit X un espace metriaue complet et soit S : X X une application telle que 

d( Svj, Sv 2 ) ^ kd(v { , v 2 ) Vvj, v 2 € X avec k < 1. 

Alors S admet un point fixe unique , u = Su 
(voir par exemple Choquet [1] ou L. Schwartz [2]). 

Demonstration du theoreme V.6 . - D’apres le theoreme de representation de Riesz- 
Frechet (theoreme V.5) il existe f e H unique tel que 

< 9 , p> =(/, v) Vi; € H. 

D’autre part, pour tout ue H fixe, l’application v 1 —» a(u y v) est une forme lineaire 
continue sur H, et grace au theoreme de representation de Riesz-Frechet il existe un element 
de H, note Au, tel que u(u, v) = (Au, v ) Vy e H. Il est clair que A est un operateur lineaire de 
H dans H et que 

(12) |Au| < C|u| VueH 

(13) (Au, u) ^ a|u| 2 VueH. 

Le probleme (10) revient a trouver ueK tel que 

(14) (Au, v — u ) ^ (f v — u) Vy e K. 

Soit p > 0 une constante qui sera fixee ulterieurement. L’inegalite (14) equivaut a 

(15) (p / — pAu H-u — u, y — u)^0 VyeK 

i.e. u = P K (p/ - pAu + u). 

Pour tout yeK, on pose Sy = P K (p/— pAy + y). Montrons que si p>0 est 
convenablement choisi alors S est une contraction stricte, i.e. il existe k < 1 tel que 

|Sy t — Sy 2 | ^ k\v x — y 2 | Vy t , v 2 e K. 

En effet, d’apres la proposition V.3 on a 

|Sy! — Sy 2 | ^ |(y t — y 2 ) — p(Ay t — Ay 2 )| 



H. Brezis. — Analyse Fonctionnelle 


4 
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et done 

\Sv l — Sv 2 \ 2 ^ K — v 2 \ 2 — 2p(Ayj - Av 2 , v { - v 2 ) + p 2 \Av t - Ai; 2 | 2 
^ K ~ v 2 \ 2 (l - 2pa + p 2 C 2 ). 

Fixant p > 0 tel que k 2 = 1 — 2pa + p 2 C 2 < 1 (prendre 0 < p < — ^ on voit que S 
admet un point fixe unique (*). 

Supposons maintenant que la forme a(u , v) est symetrique. Alors a(u , v) defmit un 
nouveau produit scalaire sur H et la norme associee a(u,u) l/2 est equivalente a la norme 
| |. Done H est aussi un espace de Hilbert pour ce produit scalaire. Appliquant le 

theoreme de representation de Riesz-Frechet on obtient g e H tel que 

<cp, y> = a(g , v) Vv e H. 

Alors (10) devient 

(16) a(g - u, v — u ) ^ 0 Vp g K 

i.e. u = P K gf, projection au sens du produit scalaire defini par a. D’apres le theoreme V.2 

(16) equivaut a trouver u e K qui realise 

Min a(g — v, g — v) l/2 . 

veK 

Ceci revient a minimiser sur K, a{g — v, g — v) ou encore 

a(v , v) — 2a(g y p), ou encore ^ a(v, u) - <cp, v >. 

Remarque 4. — On verifie aisement que si a(w, v) est une forme bilineaire telle que 

a{v , p) ^ 0 Vi?gH 
alors la fonction v i—► a(u, t;) est convexe. 

• Corollaire V.8 (Lax-Milgram). — Soit a(u, v) une forme bilineaire , continue et coercive. 
Alors pour tout cp e H' i7 existe u e H unique tel que 

(17) a(u , r) = <cp, v> Vr g H. 

De plus , si a est symetrique , afors ii esf caracterise par la propriete 

(18) u g H ef - a(«, w) — <cp, w> = Min a(v, v) - <cp, v> j. 

2 veH (2 J 

Demonstration. — Appliquer le theoreme V.6 et raisonner comme au corollaire V.4. 

Remarque 5. — Le theoreme de Lax-Milgram est un outil simple et efficace pour la 
resolution d’equations aux derivees partielles lineaires elliptiques (cf. chapitres VIII et IX). II 
est interessant de noter le lien entre l’equation (17) et le probleme de minimisation (18). 
Cette relation a souvent une interpretation en mecanique ou en physique (principe de 
moindre action, minimisation d’une energie, etc.). Dans la terminologie du calcul des 


( J ) Si Ton chefrche a calculer le point fixe par une methode iterative on a interet a choisir 
p = a/C 2 (qui minimise k ) pour accelerer la convergence des iterations. 
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variations Fequation (17) est Fequation d’Euler du probleme de minimisation (18). On notera 
aussi, a ce propos, que Fequation (17) apparait lorsque Ton ecrit « F'(w) = 0» ou 

F(y) = X -a(v , v) - <<p, v>. 

Remarque 6. — On peut donner une demonstration directe et elementaire du fait que 
Fequation (17) admet une solution unique. En effet, resoudre (17) revient a montrer que 

V/e H, 3w e H unique tel que Aw = f 

autrement dit, que A est bijectif. Or 

(a) R(A) est ferme puisque a|t?| ^ |Ai?| Vi> e H, 

{b) R(A) est dense puisque 

(Aw, v) = 0 Vw e H 

entraine v = 0 . 


V.4. Somme Hilbertienne. Base Hilbertienne 


Definition. — Soit (E„) 01 une suite de sous-espaces fermes de H. 

On dit que H est somme Hilbertienne des (E„) et on note H = @ E„ si : 

(i) Les E„ sont deux a deux orthogonaux i.e. 

(w, v) = 0 VweE m , VreE„, m^n 

(ii) L’espace vectoriel engendre par les (E„) est dense dans H f 1 ). 

• Theoreme V.9. — On suppose que H est somme Hilbertienne des (E„) o1 . Soit u e H et 
soit u n = P E u. 

Alors on a 

00 k 

(a) u = X « n ie « = lim X 

n= X ‘^°° n=l 

00 

(A) \u\ 2 = Yj \ u n\ 2 (egalite de Bessel-Parseval) 

” ~ 1 00 

Reciproquement, etant donnee une suite (u n ) deli telle queu n eE n V/i et Y \ u n\ 2 < 00 , alors 

00 n = 1 

la serie Y u n est convergente et u = Y u n verifie u n = P E u. 

n n = 1 

k 

Demonstration. — Soit S fc = Y ?e i est un operateur lineaire et continu de H dans H. 
Pour w e H on a «=i ” 

(19) |S k w| 2 = X kl 2 - 

n = 1 


( ! ) II s’agit de Fespace vectoriel engendre au sens algebrique i.e. les combinaisons lineaires finies 
d’elements des (E„). 
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D’autre part (corollaire V.4) on a 

(u, u„) = |u „| 2 


et par sommation 


( u , S t u ) = |SjU| 2 . 


D’ou 

(20) |S k u| ^ \ u \ Vu e H. 

On designe par F l’espace vectoriel engendre par les (E„). Soit £ > 0 et soit u e F tel que 
\u — u \ ^ £. Pour k assez grand on a S k u = u . D’autre part (grace a (20)) on a 

|Si« - S k u\ < |u - u|. 


Par consequent |S t u — u\ < 2\u — u\ < 2s pour k assez grand, i.e. lim S k u = u. 

k~* oo 

De (19) on deduit alors ( b ). 

oo 

Remarque 7. — En general £ \u„\ = oo et done la serie n’est pas normalement 

n- 1 

(absolument) convergente. 

Definition. — On appelle base Hilbertienne (ou simplement base s’il n’y a pas de confusion 
possible ( x )) une suite (e„) d’elements de H tels que 

(i) \e n \ = 1 Vn, (e m , e„) = 0 Vm, n, m # n. 

(ii) L’espace vectoriel engendre par les ( e n ) est dense dans H. 

II resulte du theoreme V.9 que si ( e n ) est une base Hilbertienne alors tout ue H s’ecrit 

oo oo 

« = Z («, avec |n| 2 = Z l(“. Ol 2 - 

«= 1 " _1 

oo 

Inversement etant donnee une suite (a„) e / 2 , alors la serie £ converge vers un 
element note u\ on a « = i 

oo 

(u, e„) = a„ et |n| 2 = Z 0(2 • 

n = 1 


• Theoreme V.10. — Tout espace de Hilbert separable admet une base Hilbertienne. 

Demonstration. — Soit ( v n ) un sous-ensemble denombrable dense de H. Soit F k l’espace 
vectoriel engendre par [ v t , v 2 , ... v k ]. Les (F k ) forment une suite croissante de sous-espaces 

oo 

de dimension finie telle que (J F k est dense dans H. On choisit une base orthonormale de F t , 

k = 1 

que Ton complete en base orthonormale de F 2 , etc. On obtient alors une base Hilbertienne 
de H. 

Remarque 8. — Si H n’est pas separable, on peut encore etablir (a l’aide du lemme de Zorn) 
l’existence d’une base Hilbertienne (e,) JGl non denombrable. Le theoreme V.9 reste valable si 


O Surtout ne pas confondre avec une base algebrique i.e. une famille (e f ) de H telle que tout 
element de H s’ecrive de maniere unique comme combinaison lineaire finie des (e,). 
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Ton remplace les series convergentes par des families sommables (voir Choquet [1] ou 
L. Schwartz [2]). 

Remarque 9. — Le theoreme V.10 montre que tous les espaces de Hilbert separables sont 
isomorphes et isometriques a l’espace l 2 . Bien entendu ce resultat (d’apparence spectacu- 
laire!) ne reduit pas l’importance de l’etude de L 2 (Q) (ou de l’espace de Sobolev H 1 ). 


Remarque 10. — On verra au chapitre VI comment construire une base Hilbertienne formee 
de vecteurs propres d’operateurs autoadjoints compacts. Dans L 2 (Q) on utilise tres 
frequemment des bases speciales formees de fonctions propres d’un operateur differentiel 
(cf. § VIII .6 et § IX. 8 ). Par exemple dans L 2 (0, ti) la base formee des fonctions 



debouche sur les developpements en serie de Fourier et 1’Analyse harmonique; voir par 
exemple Katznelson [1]. En ce qui concerne les bases associees aux fonctions de Bessel, 
Legendre, Hermite, Laguerre, Tchebichev, Jacobi, etc. le lecteur pourra consulter Courant 
Hilbert [1], volume 1. 


Commentaires sur le chapitre V 

* 1) Characterisation des espaces de Hilbert 

II est interessant de savoir reconnaitre si une norme || || donnee sur un espace vectoriel E est 

une norme Hilbertienne, i.e. s’il existe un produit scalaire (,) sur E tel que 

(u, u) 1/2 = ||u|| Vu e E. 

Divers criteres sont connus : 

a) Theoreme V.ll (Frechet-Von Neumann-Jordan). — On suppose que la norme || || verifie 

Videntite du parallelogramme (1), alors || || est une norme Hilbertienne . 

Pour la demonstration, voir Yosida [1] ou [EX]. 

b) Theoreme V.12 (Kakutani [1]). — Soit E un espace norme avec dim E ^ 3 .On suppose 
que tout sous-espace F de dimension 2 admet un projecteur de norme 1 (i.e. il existe 
P : E -► F operateur lineaire continu avec P u = u pour tout u e F et ||P|| ^ 1). 

Alors la norme || \\ est Hilbertienne ( ! ). 

c ) Theoreme V.13 (de Figueiredo-Karlovitz [1]). — Soit E un espace norme avec dim E ^ 3. 
On pose 

t u si |H| ^ 1 

T “ (Si " 


( x ) On remarquera a ce propos qu’un sous-espace F de dimension 1 admet toujours un projecteur 
de norme 1 (grace au theoreme de Hahn-Banach). 
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On suppose que 

||T*i - Tr|| ^ || u - HI V«i, v e E. 

Alors la norme || || est Hilbertienne (*). 

Rappelons aussi, a ce sujet un resultat deja mentionne (cf. remarque II.8). 

Theoreme V.14 (Lindenstrauss-Tzafriri [1]). — Un espace de Banach est Hilbertisable (i.e. il 
existe une norme Hilbertienne equivalente a la norme initiate) si tout sous-espace ferme 
possede un supplemental topologique ( 2 ). 

2) Inequations variationnelles 

Le theoreme de Stampacchia est le point de depart de la theorie des inequations 
variationnelles (voir Kinderlehrer-Stampacchia [1]); cette theorie a de nombreuses 
applications en mecanique, en physique (voir Duvaut-Lions [1]), en controle optimal (voir 
Lions [2]), en controle stochastique (voir Bensoussan-Lions [1]), etc. 

* 3) Equations non lineaires associees a des operateurs monotones. 

Les theoremes de Stampacchia et Lax-Milgram s’etendent a certaines classes 
d’operateurs non lineaires. Citons par exemple le 

Theoreme V.15 (Minty-Browder). — Soit E un espace de Banach reflexif. Soit A : E -► E' une 
application (non lineaire) continue telle que 


<Avj — \v 2 , v { — v 2 > > 0 Vvj, v 2 e E, 
<Av, v > 


v i ^ V 2 


lim 

IMI - « 


= 00 


Alors , pour tout f e E' il existe u e E unique solution de V equation Au — f 


* 4) Bases dans les espaces de Banach. 

La notion de base s’etend aux espaces de Banach. On dit que (e n ) n ^ l est une base de 

Schauder de l’espace de Banach E si pour tout u e E, il existe une suite (a n ) n ^ l de R, unique, 

00 

telle que u = £ a n e n . Les bases jouent un role important en geometrie des espaces de 

n = 1 

Banach (voir par exemple Lindenstrauss-Tzafriri [2]). Tous les espaces usuels (separables) 
de FAnalyse possedent une base de Schauder (voir par exemple I. Singer [1]). Ce fait avait 
conduit Banach a la question suivante : est-ce que tout espace de Banach separable admet 
une base de Schauder? La reponse est negative (Enflo [1]). On peut meme construire des 
sous-espaces fermes de l p avec 1 < p < oo, p ^ 2, sans base (voir Lindenstrauss-Tzafriri 
[2]). Szankowski a demontre recemment que i?(H) n’admet pas de base (H est un Hilbert 
separable de dimension infinie). On rencontrera au chapitre VI une question voisine pour les 
operateurs compacts qui a aussi ete resolue negativement. 


H) On demontre que dans tout espace norme on a 

||Tu - Ti7|| ^ 2||u - v\\ Vu, reE 

et que, en general, la constante 2 ne peut pas etre amelioree. 

( 2 ) Il revient au meme de dire que tout sous-espace ferme admet un projecteur continu P. Noter 
que, ici, on ne suppose pas ||P|| ^ 1, contrairement aux hypotheses du theoreme V.12. 
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OPERATEURS COMPACTS. 
DECOMPOSITION SPECTRALE 

DES OPERATEURS 
AUTOADJOINTS COMPACTS 


VI. 1. Definitions. Proprieties elementaires. 
Adjoint 


Soient E et F deux espaces de Banach. 

Definition. - On dit qu’un operateur T e <£ (E, F) est compact si T(B E ) est relativement 
compact pour la topologie forte. On designe par Jf (E, F) l’ensemble des operateurs 
compacts et on pose JT(E) = Jf( E, E). 

Theoreme VI.l. — L' ensemble Jf (E, F) est un sous-espace vectoriel ferme de j£?(E, F) (pour 
la norme || ||^ (EiF) ). 

Demonstration. — II est clair que la somme de deux operateurs compacts est un operateur 
compact. Supposant que (T n ) e Jf(E, F), T e J*?(E, F) et ||T„ — T||^ (E F) -> 0. Montrons 
que T g Jf(E, F). Comme F est complet il suffit de verifier que, pour tout e > 0, T(B E ) peut 
etre recouvert par un nombre fini de boules B (f i9 e) dans F. On fixe n tel que 

e / e\ 

l|T„ - T||* (E F ) < - ' Comme T„(B E ) est relativement compact, T„(B E ) c: \J B( /•, - 1 avec 

2 iel \ 2/ 

I fini. Done T(B E ) c= |J B(/ ,e). 


Definition. — On dit qu’un operateur T e J^(E, F) est de rang fini si dim R(T) < oo. 

II est clair qu’un operateur continu de rang fini est compact. 

Corollaire VI.2. — Soit (T„) une suite d'operateurs continus de rangs finis de E dans F et 
soit T e i?(E, F) tels que ||T„ — T||^ (E F) -» 0. Alors T e JT(E, F). 

* Remarque 1. — Le celebre « probleme de (’approximation » (Banach, Grothendieck) 
concerne la reciproque du corollaire VI.2. Etant donne un operateur compact, existe-t-il 
une suite (T„) d’operateurs de rangs finis telle que ||T„ — T||^ (E F) -» 0 ? 

En general, la reponse est negative (Enflo [1]) — meme pour certains sous-espaces fermes 
de/ p (l < p < oo, p 2); voir par exemple Lindenstrauss-Tzafriri [2]. Toutefois la reponse 
est affirmative dans de nombreux cas; par exemple si F est un espace de Hilbert. En effet soit 
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K = T(B e ). Etant donne e > 0 on recouvre K par (J B(/j , e), I fini. Soit G l’espace vectoriel 

iel 

engendre par les f et soit T e = P G o T (T e est de rang fini). Verifions que 
ll T e “ T||^e,F) < 2e. Si x e B E , il existe i 0 e I tel que 

(1) IITx -fj < e. 

Done ||P 0 oTx - Pq/JI < e 

i.e. 


(2) I|Pg°Tx -f io \\ <e. 

Combinant (1) et (2) on voit que 


||P G oTx - Tx|| < 2e Vx e B E , 
i.e. 

HT e - T||^ (E . F) < 2s. 

[On demontre facilement que si F possede une base de Schauder alors la reponse est aussi 
affirmative]. 

Signalons par ailleurs une technique fort utile en analyse non lineaire — qui permet 
d’approcher une application continue (lineaire ou non lineaire) par des applications non 
lineaires de rangs finis. 

Soient X un espace topologique, F un espace de Banach et T: X -► F une application 
continue telle que T(X) est relativement compact dans F. 

Alors pour tout 8 > 0, il existe une application T e : X -► F continue, de rang fini telle que 
(3) l|T e (x) — T(x)|| < 8 VxeX. 


En effet K = T(X) etant compact on peut recouvrir K par un nombre fini de boules, 
K c avec I fini. 

iel V 2/ 

On pose 

X, q t (x)fi 

T e (x) = — - ou q t (x) = Max {s - ||Tx - M 0}; 

Z qM) 

iel 

on montre facilement que T e verifie (3). 

Cette methode permet, entre autres, d’etablir le theoreme de point fixe de Schauder a 
partir du theoreme de point fixe de Brouwer; voir [EX]. Recemment cette technique a aussi 
ete utilisee avec succes — et de maniere surprenante! — par Lomonosov pour demontrer 
l’existence de sous-espaces invariants relatifs a certains operateurs lineaires; voir par 
exemple Akhiezer-Glazman [1]. 


Proposition VI.3. — Soient E, F et G trois espaces de Banach. Si T e <£ (E, F) et 

S e JT(F, G) [resp. T e JT(E, F) et S e J*?(F, G)], alors S o T e JT(E, F). 

Demonstration evidente. 

Theoreme VI.4 (Schauder). — Si T e JT(E, F), alors T* e Jf(F', E'). Et reciproquement. 

Demonstration. — Montrons que T*(B P ) est relativement compact dans E'. Soit (v n ) une 
suite de B P ; montrons que Ton peut extraire une sous-suite telle que T*(i; nk ) converge. Soit 

K = T(B e ) (metrique compact) et soit c= C(K) defini par 
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= {cp„ : x e K i—> <v n , x) ; n = 1, 2, .. .} 

Les hypotheses du theoreme d’Ascoli (theoreme IV.24) sont satisfaites et on peut done 
extraire une sous-suite notee cp^ qui converge, dans C(K) vers une fonction cp e C(K). En 
particulier 

Sup|<f ni , T«> - (p(Tu)|—* 0. 

ueB E fc-oo 

Done 

Sup |<i> v Tu) - O v Tm>| -0, 

ueB E k,l—* co 

i.e. — T*i;J| e . -* 0. Par consequent T*v n converge dans E'. 

‘ ' k,l^OO k 

Reciproquement, supposons que T* e JT(F', E'). D’apres ce qui precede T** e JT(E", F") et 
en particulier T**(B E ) est relativement compact dans E". Or T(B E ) = T**(B E ) et E est 
ferme dans E". Par consequent T(B E ) est relativement compact dans E. 

Remarque 2. — Soient E et F deux espaces de Banach et soit T e X(E, F). Pour toute suite (u n ) 
de E qui converge faiblement vers w, alors (T u n ) converge fortement vers Tu; voir [EX]. La 
reciproque est aussi vraie si E est reflexif; voir [EX]. 


VI.2. La theorie de Riesz-Fredholm 


Commengons par quelques resultats preliminaires. 


Lemme VI. 1 (Lemme de Riesz). — Soit E un e.v.n. et soit M c E«/i sous-espaceferme tel 
que M 7 ^ E. Alors 

Ve > 0 3w e E tel que ||fi|| = 1 et dist (w, M) ^ 1 — e. 

Demonstration. — Soit reE, avec v £ M. Comme M est ferme, alors d = dist (v, M) > 0. 
On choisit m 0 e M tel que 

d 

d <\\v - m 0 1 | < --• 

1 - 8 

Alors 


v - m 0 
u =- 

\\v - m 0 \\ 

repond a la question. 

En effet si me M on a 


II u - m|| = 


v ~ m 0 
\\v ~ m 0 1| 


- 8 


puisque 


m 0 + ||f — m 0 ||m e M. 


Remarque 3. — Si dim M < oo (ou plus generalement si M est reflexif) on peut choisir 
e = 0 au lemme VI. 1; mais pas dans le cas general (voir [EX]). 
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• Theoreme VI.5 (Riesz). — Soit E un e.v.n. tel que B E soit compact. 
Alors E est de dimension finie. 


Demonstration. — Raisonnons par l’absurde. Si E est de dimension infinie, il existe une 
suite (E„) de sous-espaces de dimension finie tels que E„_ t p E„. Grace au lemme VI. 1 on 

peut construire une suite ( u n ) avec u n e E„, ||m„|| = 1 et dist (u n En particulier 


|| u n — u m || ^ - pour m < n. Done la suite (u n ) n’admet aucune sous-suite convergente — ce 
qui est contraire a Phypothese « B E compact». 


• Theoreme VI.6 (Alternative de Fredholm). — Soit T e X (E). Alors 

a) N(I — T) est de dimension finie, 

b) R(I — T) est ferme , et plus precisement 

R(I — T) = N(I - T*) 1 

c) N(I - T) = {0} o R(I - T) = E 

d) dim N(I - T) = dim N(I - T*). 

Remarque 4. — L’Alternative de Fredholm concerne la resolution de Pequation 
u — Tu = f. Elle exprime que : 

ou bien pour tout f e E Pequation u — Tu = f admet une solution unique, 

ou bien Pequation homogene u — Tu = 0 admet n solutions lineairement independantes et, 
dans ce cas, Pequation non homogene u — Tu = /est resoluble si et seulement si/verifie n 

conditions d’orthogonalite (i.e. /eN(I — T*) 1 ). 

Remarque 5. — La propriete c) est familiere en dimension finie. Si dim E < oo, un 
operateur lineaire de E dans lui-meme est injectif si et seulement s’il est surjectif. Par contre 
en dimension infinie un operateur borne peut etre injectif sans etre surjectif et inversement : 
par exemple le shift a droite (resp. a gauche) ( J ) dans l 2 . La conclusion c) exprime done une 
propriete remarquable des operateurs de la forme I — T avec T e X(E). 

Demonstration. 

a) Soit Ej = N(I — T). Alors B Ei c T(B E ) et done B Ei est compact. D’apres le 
theoreme VI.5, Ej est de dimension finie. 

b) Soit f„ = u n — T u n -»/. II faut montrer que /e R(I — T). Posons 
d n = dist ( u n , N(I — T)). Comme N(I — T) est de dimension finie il existe v n e N(I - T) tel 
que d„ = || u„ - p„||. On a 

( 4 ) fn = (K ~ V J - T(u„ - v„). 

Montrons que \\u n — v n \\ reste borne. Raisonnons par Pabsurde et supposons qu’il existe 
une sous-suite telle que ||m — v \\-+ oo. Posant w n = —--— > on aurait grace a (4) 

k k Ik - f„ll 

w„ k — Tw n( _ -*• 0. Extrayant une sous-sous-suite (encore notee (w njt ) pour simplifier) on peut 


O Voir Remarque 6 ci-dessous. 
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supposer que Tw„ -> z. Done w„ -* z et z e N(I — T). D’autre part 


dist (w„, N(I - T)) = 


dist (u nf N(I-T)) 

Ik - v m \\ 


= 1 


(puisque v n e N(I — T)). A la limite on obtient dist (z, N(I — T)) = 1 — ce qui est absurde. 
Par consequent \\u n — v„\\ reste borne et comme T est compact on peut extraire une sous- 
suite telle que T (u Hk — -► /. 

On deduit de (4) que u„ k — v„ k -*f + /; posant g = f + / on a g — Tg = f i.e. 
/e R(I — T). On a done montre que l’operateur I — T est a image fermee. On peut alors 
appliquer le theoreme 11.18; on a 

R(I - T) = N(I - T*) 1 et R(I - T*) = N(I - T) 1 . 

c) Prouvons d’abord l’implication =>. 

Raisonnons par l’absurde et supposons que 

Ej = R(I - T) # E. 

Ej est un espace de Banach et T(Ej) c: E t . Done T (Ei e ^(Ej) et E 2 = (I — T)(Ej) est 
un sous-espace ferme de E t . De plus E 2 ^ E x (puisque (I — T) est injectif). Posant 
E„ = (I — T)"(E) on obtient ainsi une suite strictement decroissante de sous-espaces 
fermes. D’apres le lemme de Riesz il existe une suite ( u n ) telle que u n e E„, ||M n || = 1 et 

dist(u„, E„ +I ) > X ~. On a 


T«„ - T u m = - (u n - T u„) + (u m - T uj + (u„ - uj. 


Notons que si n > m, E„ + 1 c= E„ c= E m + 1 c= E m et par consequent 


- (u n - T u n ) + ( u m - Tu m ) + u„e E m+1 . 


1 

Done ||Tu„ - Tu m || ^ - 


— ce qui est absurde puisque T est compact. Done R(I — T) = 


E. 


Inversement, supposons que R(I — T) = E. Alors (corollaire 11.17), 
N(I - T*) = R(I - T) 1 = {0}. Puisque T* e JT(E') on peut appliquer ce qui precede a 
T* et conclure que R(I - T*) = E\ Or (corollaire 11.17), N(I - T) = R(I - T*) 1 = {0}. 

d) Soit d = dim N(I — T), d* = dim N(I — T*). On va d’abord montrer que d* ^ d. 
Raisonnons par l’absurde et supposons que d < d*. Comme N(I — T) est de dimension 
finie il admet un supplementaire topologique dans E (voir § II.4, exemple 1); il existe done 
un projecteur continu P de E sur N(I — T). 

D’autre part R(I — T) = N(I — T*) 1 est de codimension finie k* et par consequent 
R(I — T) admet (dans E) un supplementaire topologique, note F, de dimension d* (voir 
§ II.4, exemple 2). Comme d < d *, il existe une application lineaire A : N(I — T) -► F qui 
est injective et non surjective. Posons S = T + (A o P); alors S e JT(E) puisque A o P est 
de rang fini. 

Montrons que N(I — S) = {0}; en effet si 

0 = u — Su = (u — T u) — (A o Pw), 
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alors 


u-Tu = 0 et A o Pw = 0, 


i.e. ue N(I — T) et Am = 0; done u = 0. 

Appliquant c) a Poperateur S on voit que R(I — S) = E. Ceci est absurde puisqu’il 
existe /g F, /£R(A); l’equation w — Su = / n’admet pas de solution. 

Par consequent on a prouve que d* ^ d. Appliquant ce resultat a T* on voit que 

dim N(I - T**) ^ dim N(I - T*) ^ dim N(I - T). 

Or N(I — T**) =) N(I — T) - ce qui permet de conclure que d = d *. 


VI.3. Spectre d’un operateur compact 


Definitions. — Soit T e if (E). 

L’ensemble resolvant est 

p(T) = {X e U; (T — XI) est bijectif de E sur E}. 

Le spectre a(T) est le complementaire de Pensemble resolvant, ct(T) = IR\p(T). 

On dit que X est valeur propre — et on note X e VP(T) — si 

N(T - XI) * 0; 

N(T — XI) est Pespace propre associe a X. 

II est important de retenir que si X e p(T) alors (T — XI ) _1 e if(E) (cf. corollaire II.6). 

Remarque 6. — II est clair que VP(T) c= cr(T). En general Pinclusion est stricte (*) : il peut 
exister X tel que 

N(T - XI) = {0} et R(T - XI) ^ E 

(un tel X appartient au spectre mais n’est pas valeur propre). Par exemple prenons dans 
E = / 2 , Tu = (0, Mj , u 2 , ...) ou u = (w x , u 2 , . •.) (i e. T est le shift a droite). Alors 
0 e a(T) et 0 £ VP(T). 


Proposition VI.7. — Le spectre a(T) est un ensemble compact et 

a (T) <= [— ||T||, + ||T||]. 

Demonstration. - Soit XeU avec |>.| > ||T||; montrons que T - XI est bijectif - ce qui 
prouvera que a(T) <= [— ||T||, + ||T||]. Etant donne fe E l’equation Tu — Xu = / admet 

une solution unique car elle s’ecrit u — — (Tu — f) et on peut lui appliquer le theoreme de 

X 

point fixe de Banach. 

Montrons maintenant que p(T) est ouvert. Soit e p(T). Etant donnes XeU (voisin 
de X 0 ) et fe E on cherche a resoudre 

(5) Tu — Xu — /. 

Or (5) s’ecrit Tu — X 0 u = f + (X — X 0 )u i.e. 

(6) « = (T-yr'[/+(!i-w 


( A ) Sauf bien entendu si dim E < oo, car alors VP(T) = a(T). 
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Appliquant a nouveau le theoreme de point fixe de Banach on voit que (6) possede une 
solution unique si 

|X-X 0 |||(T-X 0 I)- 1 || < 1. 

• Theoreme VI.8. — Soit T e JT(E) avec dim E = oo. 

Alors on a 

a) 0 e ct(T), 

b) a(T)\{0} = VP(T)\{0}, 

c) I'une des situations suivantes : 

— ou bien a(T) = {0}, 

— ou bien a(T)\{0} est fini , 

— ou bien a(T)\{0} est une suite qui tend vers 0. 

Demonstration. 

a) Supposons que 0 £ cr(T). Alors T est bijectif et I = T o T“ 1 est compact. Done B E 
est compact et dim E < oo (cf. theoreme VI.5). 

b) Soit X e cr(T), X # 0. Montrons que X, e VP(T). Raisonnons par l’absurde et 
supposons que N(T — XI) = {0}. Alors d’apres le theoreme VI.6 c on sait que 
R(T — XI) = E et done X e p(T) — ce qui est absurde. 

Pour la suite de la demonstration on aura besoin du 


Lemme VI.2. — Soit {X n ) n>l une suite de reels tous distincts telle que 

K->-k 

et X„ e a(T)\{0} V». 

Alors X = 0. 


Autrement dit, tous les points de ct(T)\{ 0} sont isoles. 

Demonstration. — On sait que X„ e VP(T); soit tel que (T — X n )e n = 0. Soit E„ 

l’espace vectoriel engendre par [ e l ,e 2 , ... Montrons que E„ p E n+1 pour tout n. II 
suffit de verifier que, pour tout n, les vecteurs e x , e 2 , ... e n sont lineairement independants. 
Raisonnons par recurrence sur n. Admettons le resultat a l’ordre n et supposons que 

n 

e„+i = X a,e, • Alors 

i = 1 

n n 

Te„+i = X “M = X ®A.+ i e t- 

i = 1 i = 1 

Par suite a,(X, — X B+1 ) = 0 pour tout i = 1, 2, ... n et done a f = 0 pour tout 
i = 1, 2 . .. n — ce qui est absurde. Done E„ p E n+1 pour tout n. 

D’autre part, il est clair que (T — X n )E„ c= E n _ 1 . Appliquant le lemme de Riesz on 

construit une suite (m„) o1 telle que u„eE„, ||M n || = 1 et dist (w„, E n _ j) ^ - pour n ^ 2. 

Soient 2 < m <-n de sorte que 

E m -i c E m c E„_! <= E„. 

On a 


Tu„ 

T« m 


(T«„ - X„u„) 

(Tu m - K»„) 

K ' 

K 


K 

K 


+ U n ~ U m \ 


1 

> dist(u„, E._!) ^ -• 
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Si X„ -* X ^ 0 on aboutit a une contradiction puisque (Tw„) admet une sous-suite 
convergente. 

Demonstration du theoreme VI.8 c. — Pour tout entier n ^ 1, l’ensemble 

a(T) n{XeU ; \X\>-} 

n 

est vide ou fini (s’il contenait une infinite de points distincts, on aurait un point 
d’accumulation — puisque a(T) est compact — et on aboutirait a une contradiction avec 
le lemme VI.2). Lorsque a(T)\{0} contient une infinite de points distincts on peut done les 
ranger en une suite qui tend vers 0. 

Remarque 7. — Etant donnee une suite (a„) qui tend vers 0 on peut construire un operateur 
compact T tel que a(T) = (a„) u {0}. II suffit de considerer dans E = l 2 Foperateur 
T : u = (u n ) i—► T u = (a „u n ). Noter que T est compact car il existe une suite (T„) 
d’operateurs de rangs finis telle que ||T„ — T|| -+ 0. Sur cet exemple on voit aussi que 0 
peut appartenir, ou ne pas appartenir, a VP(T); de plus, si 0 e VP(T) il peut arriver que 
Fespace propre associe, i.e. N(T), soit de dimension infinie. 


VI.4. Decomposition spectrale des operateurs 
autoadjoints compacts 

On suppose dans la suite que E = H est un espace de Hilbert et que T e if (H). 
Identifiant H' et H on peut considerer que T* e if (H). 

Definition. — On dit qu’un operateur T e if (H) est autoadjoint si T* = T, e’est-a-dire 

(Tk, v) = {u, Tu) Vh, v e H. 

Proposition VI.9. — Soit T e if (H) un operateur autoadjoint. On pose 
m — Inf (Tif, 11 ) et M = Sup (T«, u). 

«eH «eH 

H = 1 M = l 

Alors a(T) c= [/w, M], m e a(T) et Me a(T). 

Demonstration. — Soit X > M; montrons que X e p(T). On a 

(Tu, u) ^ M|w| 2 Vu e H, 

et par consequent 

(Xu — T u, u) ^ (X — M)|u| 2 = a|u| 2 VugH, avec a > 0. 

Appliquant le theoreme de Lax-Milgram on voit que XI — T est bijectif. 

Montrons que M e a(T). La forme a(u , v) = (Mu — Tw, v) est bilineaire, symetrique et 

a(v, v) ^ 0 Vr e H. 

Appliquant l’inegalite de Cauchy-Schwarz a la forme a(u , v) il vient 
|(Mw - T u, i7)| ^ (Mu - T u, u) 1/2 (Mr - Tv , v) m 


Vn, v e H. 
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D’ou il resulte en particulier que 

(7) |Mu - Tu\ < C(M u - Tu, uf 2 Vw e H. 

Soit (u n ) une suite telle que \u n \ = 1 et (Tu ny u n ) -* M. Grace a (7) on voit que 
|M u n — Tu n \ -> 0, et done M e a (T) (car si Me p (T), alors 
u n — (MI — T)~ l (Mu n — Tu n ) -» 0). 

Les proprietes de m s’obtiennent en remplagant T par — T. 

Corollaire VI.10. — Soit T e j£?(H) un operateur autoadjoint tel que a(T) = {0}. 

Alors T = 0. 

Demonstration. — D’apres la proposition VI.9 on sait que 

(Tk, u) = 0 V«eH. 

II en resulte que 

2(Tu, y) = (T(u + v), u + v) — (Tt/, u) — (Tt;, v) = 0 Vw, v e H. 

Done T = 0. 


Le resultat suivant est fondamental; il montre qu’un operateur autoadjoint compact 
est diagonalisable dans une base convenablement choisie. 


• Theoreme VI.11. — On suppose que H est separable. Soit T un operateur autoadjoint 
compact. 

Alors H admet une base Hilbertienne formee de vecteurs propres de T. 

Demonstration. — Soit (k n ) n>l la suite des valeurs propres distinctes de T, excepte 0; on 
note X 0 = 0. 

On pose E 0 = N(T) et E„ = N(T - X„I); rappelons que 

0 ^ dim E 0 < oo et que 0 < dim E„ < oo. 

Montrons d’abord que H est somme Hilbertienne des (E n ) n>0 : 

(i) Les (E„) o0 sont deux a deux orthogonaux. En effet si u e E m et v e E„ avec m # n 
alors 

T u = X m u, Tv = X n v 


et 

(Tu, y) = X m (u , v) = (w, Tv) = X n (u , v). 


Done 


(u, v) = 0. 


(ii) Soit F l’espace vectoriel engendre par les (E n ) n>0 . Verifions que F est dense 
dans H. 

Il est clair que T(F) c: F. Il s’en suit que T(F 1 ) c F 1 ; en effet si u e F 1 et v e F, alors 
(Tw, y) = (w, Ty) = 0. L’operateur T 0 = T| F i est autoadjoint compact. D’autre part 
a(T 0 ) = {0}; en effet si 

X e a(T o )\{0}, alors X e VP(T 0 ) 

et done il existe u e F 1 , u ^ 0 tel que T 0 u = Xu. Par consequent X est Tune des valeurs 
propres X n de T et u e F 1 n E„. Done u — 0, ce qui est absurde. 
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II resulte du corollaire VI.10 que T 0 = 0; par suite 

F 1 cz N(T) c= F et F 1 = {0}. 

Done F est dense dans H. 

Enfin on choisit dans chaque E n une base Hilbertienne. La reunion de ces bases est 
une base Hilbertienne de H formee de vecteurs propres de T. 

Remarque 8. — Soit T un operateur autoadjoint compact. D’apres ce qui precede on peut 
ecrire tout ue H sous la forme 

00 

U = £ u„ avec u n e E„ 

n= 0 

oo 

de sorte que T u = £ X n u n . On definit 

n = 1 

k 

T k u = £ X n u n . 

n = 1 

II est clair que T fc est un operateur de rang fini et que 

||T k — T|| ^ Sup \X n \ -► 0 quand k -► oo. 

n^k + 1 

On retrouve ainsi le fait que T est limite d’une suite (T k ) d’operateurs de rangs finis. 
Rappelons que dans un espace de Hilbert tout operateur compact - non necessairement 
autoadjoint — est limite d’une suite d’operateurs de rangs finis (voir remarque 1). 


Commentaires sur le chapitre VI 


* 1) Operateurs de Fredholm 

Le theoreme VI.6 est un premier pas vers la theorie des operateurs de Fredholm. 
Soient E et F deux espaces de Banach. On dit qu’un operateur A e <£ (E, F) est de 
Fredholm C) — on note A e Fred (E, F) — si 

(i) N(A) est de dimension fmie. 

(ii) R(A) est ferme et de codimension finie ( 2 ). 

L’indice de A est defini par Ind (A) = dimN(A) — codim R(A). 

Par exemple, A = I — T ou T e Jf(E) est un operateur de Fredholm d’indice 0 (voir 
theoreme VI.6). 

Les proprietes principales des operateurs de Fredholm sont les suivantes : 

a) L’ensemble Fred (E, F) est ouvert dans J£?(E, F) et l’application A i—► Ind A est 
continue — done constante — sur chaque composante connexe de Fred(E, F). 


( A ) On dit aussi que A est un operateur a indice. 

( 2 ) On demontre que si A e i?(E, F) est tel que N(A) soit de dimension finie et R(A) soit de 
codimension finie (i.e. R(A) admet un supplemental re algebrique de dimension fmie) alors R(A) est 
ferme; voir [EX]. 
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b) Tout operateur A e Fred(E, F) est inversible modulo des operateurs de rang fini, i.e. 
il existe 

B e J^(F, E) tel que (A o B — I F ) et (B o A — I E ) soient de rangs finis. 
Inversement si A e <£ (E, F) et s’il existe B e if (E, F) tel que 

A © B — I F e JT(F) et B o A - I E e Jf(E), 
alors A e Fred(E, F). 

c) Si A e Fred(E, F) et si T e JT(E, F) alors 

A + T e Fred(E, F) et Ind(A + T) = Ind A. 

d) Si A e Fred(E, F) et Be Fred(F, G) alors 

B o A e Fred(E, G) et Ind(B o A) = Ind(A) + Ind(B). 

Sur ces questions voir Kato [1], Schechter [1], Lang [1] ou [EX]. 

2) Operateurs de Hilbert-Schmidt 

Soit H un espace de Hilbert separable. On dit que T est un operateur de Hilbert- 
Schmidt s’il existe une base (e n ) de H telle que ||T||hs = Z|TeJ 2 < oo. On verifiera que la 
definition est independante du choix de la base et definit une norme; de plus T est compact. 
Les operateurs de Hilbert-Schmidt constituent un sous-espace important de JT(H) — en 
particulier a cause du 


Theoreme VI.12. — Soient H = L 2 (Q) et K (x,^) e L 2 (Q x Q). Alors Voperateur 

u (K«)(x) = J* K(x,j))iiO)<fy 

est un operateur de Hilbert-Schmidt. 

Reciproquement tout operateur de Hilbert-Schmidt sur L 2 (Q) se represente de maniere 
unique a Vaide d'une fonction K (jc, e L 2 (Q x Q). 

Sur cette question, voir Balakrishnan [1], Dunford-Schwartz [1], Volume 2, 
L. Schwartz [3] ou [EX]. 

3) Multiplicity 

Soit T e Jf (E) et soit X e cr(T)\{0}. On montre qur la suite N((T — Xlf ), k = 1, 2, . .. 
est strictement croissante jusqu’a un certain rang fini p et qu’elle se stabilise ensuite (voir 
par exemple Dieudonne [1], Kreyszig [1] ou [EX]). On dit que p est l’ordre de X . On 
appelle multiplicity geometrique de la valeur propre X la dimension de N(T — >-1) et 
multiplicity algebrique la dimension de N(T — A,I) P ); on verifie qu’elles coincident lorsque 
E est un espace de Hilbert et que T est autoadjoint (voir [EX]). 

4) Analyse spectrale 

Soit H un espace de Hilbert. Soit T un operateur autoadjoint (ou plus generalement 
normal i.e. T*T = TT*) non compact, et meme eventuellement non-borne. La resolution 
spectrale est une technique qui generalise la decomposition spectrale du § VI.4. Elle permet, 
entre autres, de defmir un calcul fonctionnel, i.e. de donner un sens a /(T) pour / fonction 
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continue. L’Analyse spectrale est un tres vaste sujet qui a de nombreuses applications et 
ramifications. Pour un expose elementaire voir Rudin [1], Kreyszig [1], Friedman [3], 
Yosida [1], Huet [1]. Pour une presentation plus complete voir Reed-Simon [1], 
Kato [1], Dunford-Schwartz [1], volume 2, Akhiezer-Glazman [1], Taylor-Lay [1] et 
Schechter [2]. 

5) Principe du Min-Max 

Les formules du min-max de Courant-Fischer fournissent une caracterisation utile des 
valeurs propres d’un operateur autoadjoint compact; voir par exemple Courant- 
Hilbert [1], Raviart-Thomas [1], ou [EX]. Le fascicule de Weinberger [2] contient de 
nombreux developpements sur ce sujet. 

6) Le theoreme de Krein-Rutman 

Le resultat suivant a des applications interessantes a l’etude spectrale des operateurs 
elliptiques du second ordre (voir chapitre IX). 


* Theoreme VI.13 (Krein-Rutman). — Soit E un espace de Banach et soit C un cone 
convexe de sommet 0 (c'est-a-dire Xx + pj e C, VX ^ 0, p ^ 0, x e C, y e C). On suppose 
que C est ferme, Int C # 0 et C n (— C) = {0}. Soit T e Jf(E) tel que T(C\{0}) c= Int C. 
Alors il existe u e Int C et il existe X > 0 tels que Tu = Xu; de plus X est Vunique valeur 
propre associee a un vecteur propre de T dans C ( c f est-d-dire Tv = pv avec v e C, v ^ 0, 
implique p = X ). Enfin 

X = Max {|p|; p e ct(T)} 

et la multiplicity (geometrique et algebrique) de X est egale a un . 

Voir Schaefer [1] et [EX]. 
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LE THEOREME 
DE HILLE-YOSIDA 


VII. 1. Definition et proprietes elementaires 
des operateurs maximaux monotones 


Dans toute la suite H designe un espace de Hilbert. 

Definition. — Soit A : D(A) c= H -► H un operateur lineaire non-borne. On dit que 
A est monotone (*) si 

(Av, v) ^ 0 Vv e D(A), 

A est maximal monotone si de plus R(I + A) = H i.e. 

V/e H, 3ue D(A) tel que u 4- Au = / 

Proposition VII.l. — Soit A un operateur maximal monotone. Alors 

a) D(A) est dense dans H. 

b) A est ferine. 

c ) Pour tout X > 0, (I 4- ^A) est bijectifde D(A) sur H, (I 4- AA) _1 est un operateur 
borne et ||(I 4- XA) -1 ||^> (H) < 1. 

Demonstration. 

a) Soit fe H tel que (/, v) = 0 pour tout v e D(A). Verifions que / = 0. En effet, il 
existe v 0 e D(A) tel que v 0 4- Av 0 — f. On a 

0 = (/, v 0 ) = \v 0 \ 2 4- (Av 0 , v 0 ) > \v 0 \ 2 . 

Done v 0 = 0 et par suite / = 0. 

b) Notons d’abord que pour tout fe H il existe u e D(A) unique tel que u 4 Au = / 
En effet si u designe une autre solution alors on a (u — u) 4- A(u — u) = 0. Prenant le 
produit scalaire avec (u — u) et appliquant la monotonie de A on voit que u — u — 0. 
D’autre part on a \u\ 2 4- (Au, u) = (f, u ) et par suite |w| ^ |/|. L’operateur / i—► u note 


( J ) Certains auteurs disent que A est accr£tif ou que — A est dissipatif. 
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(I 4 - A) -1 est done un operateur lineaire borne de H dans H et ||(I + A) _1 ||^ (H) ^ 1. 
Montrons que A est ferme. Soit ( u n ) une suite telle que u n e D(A) pour tout n, u n -► u et 
A u n -> / II faut verifier que m e D(A) et que A u = f On a u n 4- A u n -> u 4- / et done 

“„ = (! + A+ Au n ) —>(!-+- A) _1 (m + /). 


Par consequent u = (I + A) l (u + f) i.e. u e D(A) et u + Am = u + / 

c ) Supposons que pour un certain X 0 > 0 on ait R(I + A, 0 A) = H. On va montrer que 
X 

pour tout X > on a R(I -f XA) = H. 

Commengons par noter — exactement comme en b) — que pour tout f e H il existe 
u e D(A) unique tel que u + X 0 Au = /; Foperateur / i—► u est note (I + k 0 A) 1 et 1’ on a 
||(I + A<oA)" 1 || if( H) ^ 1. On cherche a resoudre Fequation 

(1) u 4- XAm = / avec A, > 0. 


On ecrit (1) sous la forme 


y + X 0 Au = ^ /+ I 1 - ^ )u 


ou encore 


( 2 ) 


On voit alors que si 




1 - 




X 0 

< 1 i.e. X > — > alors (2) admet une solution grace au 


theoreme de point fixe de Banach. 

Concluons. Si A est maximal monotone alors I + A est surjectif. D’apres ce qui 

1 1 

precede I 4- XA est surjectif pour X > - done aussi pour X > -» etc. Par recurrence on voit 


que I 4- XA est surjectif pour tout X > 0. 


Remarque 1. — Si A est maximal monotone, alors XA est aussi maximal monotone pour 
tout X > 0. Par contre si A et B sont deux operateurs maximaux monotones alors A + B 
defini sur D(A) n D(B) n’est pas necessairement maximal monotone; voir [EX]. 


Definitions. — Soit A un operateur maximal monotone. On pose, pour tout X > 0, 



1 

h = (I + *A) _1 

et A, = - (I - J,). 


est la resolvante de A et A^ est la regularisee Yosida de A. 


On retiendra que ||J^||^( H ) ^ 1. 

Proposition VII.2. — Soit A un operateur^mo no tone. On a 

a r ) A x v = A(J^v) Vr e H et VX > 0 

a 2 ) A x v = J x (Av) Vv e D(A) et VX > 0 

b) |A x r| < |Av| Vv e D(A) et VX > 0 


c) 


lim J,v = v 


VveH 
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d ) lim A x v = Av 

x-+o 


e) (A x v, v) ^ 0 

f ) IVI < l - M 


Vv e D(A) 

Vv e H, VX > 0 
Vv eH, Vl> 0. 


Demonstration. 

a x ) equivaut a v = (J x r) 4- XA(J x t;) — qui resulte de la definition de J x . 
a 2 ) On a 

Av = - [(/ + XA)t> — y] = — (I + XA)(t> - J x v) 

X X 

et done 

1 

JjAi; = - (v - V). 


b) Resulte de a 2 ). 

c ) Supposons d’abord que v e D(A). Alors 

\v — J x t?| = X|A x i?| ^ X|Ai?| d’apres b). 


Done lim J,t> = v. 
x^o 

Passons au cas general. Soit v e H et soit e > 0. Comme D(A) = H (proposition VII. 1) il 
existe v x eD(A) tel que \v — v J < 8. On a 


IV - f| < IV - Vil + IVi - »il + K 

Par consequent 


- v\ 

^ 2\v - v t \ + |J^! - v t \ < 2e + |J^! - v t \ 


lim sup |J x u — v\ < 2e, Ve > 0 

X-0 

et done 


lim \J x v — v\ = 0. 
x->o 


d ) Appliquer a 2 ) et c). 

e) On a 


(A x i>, t>) = (A x v, v - V) + (A x v, V) 

= X|A ^| 2 + (A(V), V)- 

Done 

(3) (A x v, u) Ss XIA^I 2 ^ 0. 

f) Resulte de (3) et de Finegalite de Cauchy-Schwarz. 

Remarque 2. — II convient de retenir de la proposition VII.2 que (A x ) x>0 est une famille 
d’operateurs bornes qui « approchent » A quand X -* 0. Bien entendu ||A X ||^ (H) « explose » 
quand X -► 0. 
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VII.2. Resolution du probleme devolution 


I-1- Aw = 0 sur [0, oo[ 

d t 

l 

w(0) = u 0 


Existence et unicite 

Commengons par rappeler un resultat classique. 

• Theoreme VII.3 (Cauchy, Lipschitz, Picard). - Soit E un espace de Banach et soit 
F : E —► E une application telle que 

IIFif - Fun ^ L||if - f|| Vi#, v e E (L ^ 0). 

Alors pour tout u 0 e E #7 existe mgC^O, oo [; E) unique telle que 

(du 


(4) 


d t 


= Fi# sur [0, oo [ 


( i/(0) = i# 0 (don nee ini dale). 

Demonstration. — Existence. Resoudre (4) equivaut a trouver m e C([0, oo[ ; E) tel que 


(5) 


u(t) = u 0 + f 
Jo 


F (u(s)) ds. 


Etant donne k > 0 — qui sera fixe ulterieurement — on introduit 

X = {u e C([0, oo[; E); Sup e" kt ||u(t)|| < oo} 
t> o 

On verifie aisement les proprietes suivantes : 

i) X est un Banach pour la norme 

IMIx = Sup e _kr ||ti(t)|| 
o 

ii) Pour tout u e X la fonction 

(<Du)(f) = u 0 + F(u(s))ds 
Jo 

appartient a X. 

L 

lii) ||Ou - Ot?|| x ^ — || u — u|| x Vii, veX. 
k 

Pour k > L, <I> admet un point fixe qui est une solution de (5). 
Unicite. — Soient u et u deux solutions de (4). Posant 


<p(t) = I|u(t) - M(t)IU 
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on a, grace a (5), 


Done cp = 0. 


f 


(p (t) < L cp(s) ds Vt ^ 0. 


Le theoreme de Cauchy-Lipschitz-Picard rend de grands services dans l’etude des 
equations differentielles ordinaires, mais il est pratiquement inutilisable pour resoudre des 
equations aux derivees partielles. Le resultat qui suit est, par contre, un outil tres efficace 
pour la resolution des equations aux derivees partielles devolution (voir chapitreX). 

• Theoreme VII.4 (Hille-Yosida). — Soit A un operateur maximal monotone dans un espace 
de Hilbert H. Alors pour tout u 0 e D(A) il existe une fonction 


ueC'd 0, + oo[; H) nC([0, + oo[; D(A)) ( l ) 


unique telle que 

( 6 ) 

De plus on a 


dn 

-h Aw = 0 

dt 


sur [0, + oo [ 
m(0) = u 0 {donnee initiate ). 


!«(<)! |« 0 | et 


dii 

d^l 


= |Aii(r)| ^ |Aii 0 | W ^ o. 


Remarque 3. - L’interet principal du theoreme VII.4 reside dans le fait que pour resoudre 
le probleme devolution (6) on se ramene a verifier que A est maximal monotone, e’est-a- 
dire, a etudier l’equation stationnaire u + XAu = f 

Demonstration. — Nous la decomposerons en 6 etapes. 

l re etape : Unicite. — Soient m et m deux solutions de (6). On a 

(<57 ~ u ~ u ^j = ~ -«)»«-“)< o. 


Or ( 2 ) 


1 d 

2 dt 


\u(t) 


- (s 


(u(t) - u{t)), u(t ) - u(t) 


')■ 


Done la fonction t i—► \u(t) — u(t)\ est decroissante sur [0, 4- oof. Comme 
|ti(0) — u( 0)| = 0 on en deduit que 

| u(t) - u(t )| = 0 Vf ^ 0. 


Pour prouver l’existence de w, on remplace A par sa regularisee Yosida A^, on etablit 
diverses estimations independantes de X et on passe a la limite quand X -► 0. 


(*) L’espace D(A) est muni de la norme du graphe |u| + |Au| ou de la norme Hilbertienne 
equivalente (|u| 2 + |At?| 2 ) 1 / 2 . 

( 2 ) Il importe de retenir que si (peC^fO, oof; H) alors 


M 2 eC 1 ([0, + oof; 


d „ dep 

et 5 M = *>• 
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Soit u x la solution du probleme 


\-h A x u x = 0 sur [0, + oo [ 

(7) j dr x x 

( u^O) = u 0 e D(A). 

Noter que u x existe grace au theoreme de Cauchy-Lipschitz-Picard applique avec 


2 e etape. — On a l’estimation 

d Mi 

(8) -±(t) = |A A (t)l < |A«ol Vf ^ 0, VX>0. 

at 


Cette inegalite est une consequence immediate du 


Lemme VII.l. — Soit H'eC^fO, + oo[; H) une fonction verifiant 


-f A x w = 0 sur [0, -f oo[. 


Alors les fonctions t \->\w(t)\ et t i—► —(f) = |A x M>(f)| sont decroissantes sur [0, + oo[. 

d t 


Demonstration. — On a (—, w) 4- (A x w, w) = 0. 

at 

1 d , 

Or (proposition VII. 2e) (A x w, w) ^ 0 et par suite - — |w| 2 ^ 0. 

2 at 

D’autre part, comme A x est un operateur lineaire borne, on deduit de (9) que w est C 00 et 
que 

d dw dw x 

dt ( dt’ ) + Al dt" = °' 


On applique alors ce qui precede a 


3 e etape. — On va montrer que, pour tout t ^ 0, u x (t) converge, quand X -► 0, vers une 
limite notee u(t); de plus cette convergence est uniforme en t sur chaque intervalle borne 
[0, T]. 

En effet soient X, \i > 0. On a 


-- + A x u x — Au = 0 

dr dr * * M M 


et par suite 


K - %\ 2 + (A* - A M u„, u x - u„) = 0. 
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Or 

{ (Aa-A^, u x —« M ) = (A x h x — A m u m , u x —) x u x + J x u x — J m m m + J (t t/ (t — t/ M ) 
= (A,m > -A m m m , XA x u x -|iA M u M ) + (A(J ; w,- J M u M ), Ja-J„u m ) 
^( a A- a „“|,. >“A A -hA m u m ). 

On deduit alors de (8), (10) et (11) que 

\ j- l«x - 2(X + n)|Au 0 | 2 

2 at 


et par integration 

l«x(0 - “ M (0I 2 < 4(X + n)t|Au 0 | 2 
i.e. 


(12) IMO - M„(t)| < 2 % /(X. + |i)i |Au 0 |. 

II en resulte que, pour chaque t ^ 0, (u x (t)) est de Cauchy, et done converge quand X -► 0 
vers une limite notee u(t). Passant a la limite dans (12) quand p -► 0 il vient 

MO - “(01 < 2 y/xt |Au 0 |. 

Par consequent la convergence est uniforme en t sur chaque intervalle borne [0, T] et 
u e C([0, oo[; H). 

d u x 

4 e etape. - On suppose de plus que u 0 e D(A 2 ) i.e. u 0 e D(A) et Aw 0 e D(A), alors- (t) 

d t 

converge quand X -> 0, pour tout t ^ 0 et uniformement en t sur chaque intervalle borne 

[0, T]. 

du x dv x 

En effet posons v x = -j— de sorte que — + A x v x = 0. 

Procedant comme a la 3 e etape on obtient 

(13) K - “ M l 2 < (lA^xl + |A M o M |)(X.|A st t> x | + ji|A m » m |). 


Or d’apres le lemme VII. 1, on a 

(14) |Aj,t>J < |A^(0)| = |AA«ol. 

et de meme 

(15) lA^J ^ |A^(0)| = |A m A m m 0 |. 

Enfin puisque Au 0 e D(A) il vient 

AxA x m 0 = J x AJ x Am 0 = J x J x AAm 0 = JjfA 2 u 0 , 

et done 

(16) |AA«ol < |A 2 u 0 l» |A m A m u 0 | < |A 2 « 0 |. 
Combinant (13), (14), (15) et (16) il vient 

1 d 

2 dt 


K - o w l 2 < 2(x + H)|A 2 U 0 | 2 . 
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dw x 

On conclut comme a la 3 e etape que v x (t) = —— (t) converge quand X -* 0 pour tout t ^ 0 

at 

et uniformement en t sur chaque intervalle borne. 


5 e etape. — II existe une solution de (6) si Ton suppose de plus que u 0 e D(A 2 ). 
En effet, d’apres ce qui precede, on sait que pour tout T < oo : 

> u x (t) -» u(t ), quand X -> 0, uniformement sur [0, T], 
d u x 

— (0 converge, quand X -> 0 uniformement sur [0, T]. 


d u x du 

II en resulte que u £ C 1 ([0, oo[; H) et que — ( t ) -► — (t), quand X 

d t d t 

[0, T], On ecrit (7) sous la forme 


0, uniformement sur 


(17) 


(t) + A(J x u x (t)) = 0. 
cu 


Notons que 5 x u x (t) — »u(t), car 

X-0 


|Ja(0 - “(01 |Ja( 0 - Jx«(0i + IV(0 - “(01 


< k (0 - “(01 + - “(01 —* 0 . 

X-0 


En appliquant le fait que le graphe de A est ferme on deduit de (17) que w(r)eD(A), 
Vt ^ 0 et que 


du 

dt 


(0 + Au(t) = 0. 


Enfin comme u e ^([O, oo[; H), la fonction t i—> A u(t) est continue de [0, oo[ dans H et 
done u e C([0, oo [; D(A)). 

Par consequent, on a obtenu une solution de (6) verifiant \u(t)\ ^ \u 0 \, W ^ 0 et 



< |Am 0 |, W ^ 0. 


Pour conclure on aura besoin du 


Lemme VII.2. — Soit u 0 e D(A). Alors 

Vs > 0, 3w 0 e D(A 2 ) tel que \u 0 — u 0 \ < e et |Aw 0 — Aw 0 | < e. 

Autrement dit D(A 2 ) est dense dans D(A) (pour la norme du graphe). 

Demonstration du lemme VII.2. — Soit u 0 = J x u 0 , de sorte que u 0 £ D(A) et 
5 0 + XAu 0 = Uq . Done Au 0 e D(A), i.e. u 0 £ D(A 2 ). 
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D’autre part, on sait (cf. proposition VII.2) que 

Aw 0 = A x u 0 = J x Au 0 , 
et 

lim IJ^o — Uq\ = 0, lim IJ^Auq — Aw 0 | = 0. 

\->0 X. —* 0 

On choisit alors X > 0 assez petit et on obtient le resultat desire. 

6 e etape: conclusion. — Soit u 0 g D(A). Grace au lemme precedent il existe une suite 
(u 0n ) g D(A 2 ) telle que u 0n -► u 0 et Au 0 „ -► Au 0 . D’apres la 5 e etape on sait qu’il existe une 
solution u n du probleme 


(18) 


De plus on a 


du n 

— + Au n = 0 

« n (0) = «On ■ 


sur [0, oof, 


MO - MOI < l«O n - «Oml --* 0, 

m,n-+ oo 


dM„ dw m 

k (t) - -£ 


< |Au 0 „ - Au 0m | -* 0. 

m,n~* oo 


Par consequent 


u n (t) -+ u(t) uniformement sur [0, oof 
d u n du 

— (t) -> — ( t ) uniformement sur [0, oof, 
d t d t 


avec u g C^fO, oof; H). Passant a la limite dans (18), grace au fait que A est ferme, on voit 
que mgC([ 0, oof; D(A)) et que u verifie (6). 

Remarque 4. — Soit u k la solution de (7). 

a) Supposons que m 0 gD(A). On sait (d’apres la 3 e etape) que, quand X -► 0, u x (t) 
converge, pour tout t ^ 0, vers une limite notee u(t). On peut montrer (voir [EX]) que 
wGC^fO, oof; H) n C([0, oof; D(A)) et que u verifie (6). 

b) Supposons que u 0 g H. On peut montrer (voir [EX]) que, quand X -► 0, u x (t) 
converge, pour tout t ^ 0 vers une limite notee u(t). Mais il peut se produire que 
u(t) $ D(A), Vt > 0 et que u(i) n’est differentiable en aucun point de ]0, oof (voir un 
exemple dans [EX].Done, a fortiori u(t) ne peut pas etre une solution « classique » de (6). En 
fait, dans ce cas, le probleme (6) ne possede aucune solution au sens classique. Neanmoins on 
considere u(t) comme une solution « generalisee » de (6). Toutefois on verra ulterieurement 
(cf. § VII.4) que si A est autoadjoint alors u(t) est solution « classique » de (6) pour tout 
u 0 e H, meme si u 0 $ D(A). 

★ Remarque 5 (Semi-groupes de contractions). — Soit t ^ 0; on considere l’application 
lineaire S A (t) : u 0 i—► u(t) de D(A) dans D(A) ou u(t) est la solution de (6) obtenue au 
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theoreme VII.4. Etant donne que |S A (f)w 0 l < |m 0 I> on P eut prolonger S A (t) par continuity et 
densite en un operateur lineaire continu de H dans lui-meme. On designe encore ce 
prolongement par S A (t) (*). On verifie facilement que S A (0 possede les proprietes 
suivantes : 


a) Pour chaque t ^ 0, S A (r) : H -► H est un operateur lineaire continu et 
IISa(0IIj^(H) ^ l 

{SaOi + h) = SaOi) ° Sa(^) ^ 0. Vt 2 ^ 0 

ls A (0) = I 


c) lim |S A (t)u 0 ~ Mol = 0 Vw 0 e H. 

t-+ o 

t> 0 

Une famille {S(r)}^ 0 d’operateurs de J^(H) definie pour chaque valeur du parametre t ^ 0 
et verifiant a ), b), c) est, par definition, un semi-groupe continu de contractions. 

On montre (Hille-Yosida) qu’inversement, etant donne un semi-groupe continu de 
contractions S (t), il existe un operateur A maximal monotone unique tel que S (t) = S A (0 
pour tout t ^ 0. 

On etablit ainsi une correspondance bijective entre les operateurs maximaux monotones et 
les semi-groupes continus de contractions. 

Pour la demonstration, voir par exemple [EX] et les references citees dans les 
commentaires sur le chapitre VII. 

• Remarque 6. — Soit A un operateur maximal monotone et soit X e U. La resolution de 
l’equation 

{ ' du 

-h Am + Xu = 0 sur [0, + oo[ 

d t 

u(0) = Uq 

se ramene tres simplement a la resolution de (6) grace a l’artifice classique suivant. On pose 

v(t) = Q Xt u(t). 

Alors v verifie 


dt> 

-h Av = 0 sur 

d t 

v(0) = u 0 . 


[0, + oo[ 


VII.3. Regularity 


On va maintenant completer le resultat du theoreme VII.4 en montrant que la 
solution u de (6) est plus reguliere ( 2 ) moyennant des hypotheses supplementaires sur la 
donnee initiale u 0 . 


(*) II revient au meme de definir S A (0 comme etant l’application u 0 e H i—► u(t) e H mise en 
evidence a la remarque 4. 

( 2 ) Rappelons que la conclusion du theoreme VII.4 affirme seulement que ueC^fO, oo[;H). 
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Pour cela, on definit par recurrence l’espace 

D(A fc ) = {ueDlA*" 1 ); Av e D(A k-1 )}, k entier ^ 2. 

On verifie aisement que D(A k ) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire 

(«, ”)d ( a*) = X ( A ^> aJ v); 

j = 0 

la norme correspondante est 


Md(A‘) — 



Theoreme VII.5. — On suppose que u 0 e D(A k ) avec k ^ 2. Alors la solution u du probleme 
(6) obtenue au theoreme VII.4 verifie de plus 

ue C*- J '([0, + oo[; D(A J )) pour j = 0, 1, ... k. 


Demonstration. — Commengons par supposer que k = 2. 

On considere l’espace de Hilbert = D(A) muni du produit scalaire (m, t>) D(A) . On 
verifie aisement que l’operateur A x : D(A t ) c: -►Hi defini par 


jDCAO = D(A 2 ) 

(AjW = A u pour u e D(A X ) 

est maximal monotone dans H 1 . Appliquant le theoreme VII.4 a l’operateur A x dans 
l’espace H t on voit qu’il existe une fonction 

weCH[0, + oof; H^nCffO, + oof; 


telle que 


( d u 

J-h Aim = 0 sur 

< dt 


t 


u(0) = u 0 . 


[0, + GO|] 


En particulier u satisfait (6); grace a l’unicite il s’agit done de la solution de (6). II reste 
seulement a verifier que u e C 2 ([0. + oo[;H). Comme 

A e i?(H 1 , H) et que u e C‘([0, + oo[; H,), 

il en resulte que AueC^fO, + oo[;H) et que 

09, 

Appliquant (6) on voit que — e C x ([0, + oo[; H), e’est-a-dire u e C 2 ([0, + oo[ ; H) et que 
dt 

(2°) ^(^) + A(^) = o sur [°> + °°[- 

Passons maintenant au cas general k ^ 3. On raisonne par recurrence sur k: 
admettons le resultat jusqu’a l’ordre k — 1 et supposons que u 0 e D(A fc ). D’apres 
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ce qui precede on sait deja que la solution 
C 2 ([0, oo[; H) n C^fO, oo[; D(A)) et que u verifie (20). 
Posant 


d u 
d t 


u de (6) appartient a 


on obtient 


veCHlO, + oo[; H) nC([0, oo[; D(A)), 

(dv 

) - b Av = 0 sur [0, oo [ 

r' 

t t;(0) = - Au 0 . 

Autrement dit, v est la solution de (6) qui correspond a la donnee initiale v 0 = — A u 0 . 
Comme i; 0 eD(A fc_1 ) on sait, d’apres l’hypothese de recurrence que 

(21) v g C fc-1-J ([0, + oo[; D(A J )) pour 7 = 0, 1, ... W - 1, 

i.e. 

u g C fc -'‘([0, + oo[; D(A-O) pour j = 0, 1, ... k - 1. 


II reste seulement a verifier que 

(22) u e C([0, + oo [; D(A k )). 
Appliquant (21) avec j = k — 1, on obtient que 

(23) ^eC([0, + oo[; DfA*' 1 )). 

at 

On deduit de (23) et de Fequation (6) que 

Am e C([0, oo[; D(A‘-‘)) 


i.e. (22). 


VILA Le cas autoadjoint 


Soit A : D(A) c H -> H un operateur lineaire non-borne avec D(A) = H. Si Ton fait 
Identification H' = H on peut considerer A* comme un operateur non-borne dans H. 

Definition. — On dit que 
A est symetrique si 

(Am, v) = (m, Av) Vm, vg D(A); 


A est autoadjoint si 


A* = A 


ce qui sous-entend D(A*) = D(A). 
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Remarque 7. — Lorsque Aej£?(H), il n’y a pas lieu de distinguer entre operateur 
symetrique et operateur autoadjoint. Par contre si A est non-borne la distinction entre 
« symetrique » et « autoadjoint» est subtile. II est clair qu’un operateur autoadjoint est 
symetrique. La reciproque n’est pas vraie : A est symetrique si et seulement si A <= A* — 
ce qui sous-entend D(A) c= D(A*) et A* = A sur D(A). Lorsque A est symetrique, il peut 
arriver que A p A* (voir [EX]). 

Le resultat suivant montre que lorsque A est maximal monotone, alors 
(A symetrique) <=> (A autoadjoint). 

Proposition VII.6. — Soit A un operateur maximal monotone , symetrique. 

Alors A est autoadjoint. 


Demonstration. — Soit J x = (I + A) l . Montrons d’abord que J x est autoadjoint. Il suffit 
de verifier - puisque Jj e i?(H)) — que 

(24) (J lW , v) = (w, V) Vu, vcH. 

Posons i/j = J v t = Jji? de sorte que 

u l + Amj = u 
v 1 + Av t — v. 

Comme (m x , Av t ) = (Aw x , v t ) il en resulte que (u { ,v) = (w, v x ) i.e. (24). 

Soit u e D(A*) et posons / = w + A *u. On a 

(/, v) = (m, v 4- Av) Vv e D(A) 

i.e. (f Jivv) = (m, w) VvveH. 

Par consequent u = J x f et done ueD(A). Conclusion : D(A*) = D(A). 

Remarque 8. — Il faut faire tres attention. Si A est un operateur monotone, meme 
symetrique, alors A* n’est pas necessairement monotone; voir [EX]. Par contre on 
demontre les equivalences suivantes (voir [EX]) : 

A maximal monotone 
<=> A* maximal monotone 
<£> A ferme, D(A) dense, A et A* monotones. 


• Theoreme VII.7. — Soit A un operateur maximal monotone , autoadjoint, 
Alors pour tout u 0 e H O il existe une fonction 

u e C([0, + oo[; H) n C 1 (]0, + oo[; H) n CQO, + oo[; D(A)) 

unique telle que 


+ Au = 0 



sur ]0, + oo [ 


( J ) Insistons sur la difference entre le theoreme VII.4 et le theoreme VII.7 : ici u 0 e H (au lieu de 

d u 

u 0 e D(A)). La conclusion est plus faible puisque — (f) peut eventuellement « exploser » lorsque t -> 0. 
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De plus on a 

l«WI < l«ol et |^(r)| = |A«(r)| < - |« 0 | Vf > 0 

at t 

(25) u e C*Q0, + oo[; D(A / )) Vfc, / entiers. 


Demonstration. 

Unicite. Soient u et u deux solutions. Appliquant la monotonie de A on voit que la 

fonction cp(r) = \u(t) — u(t)\ 2 est decroissante sur ]0, + oo[. D’autre part elle est continue 
sur [0, + oo [ et cp(0) = 0. Done cp = 0. 

Existence. 

l re etape. Supposons d’abord que u 0 e D(A 2 ) et soit u la solution de (6) obtenue au 
theoreme VII.4. On va etablir l’estimation 

(26) 1^(01 <7 l«ol Vt > 0. 

at t 

Notons que 

J? = J x et A i = A x VA. > 0 

(voir la demonstration de la proposition VII.6). 

Reprenons Fapproximation utilisee dans la demonstration du theoreme VII.4 : 
dw, 

(27) —- + A x u x = 0 sur [0, oo[, u x (0) = u 0 . 


Multipliant scalairement (27) par u x et integrant sur [0, T] on obtient 


(28) 


K(T )| 2 + 


(AA, M; 

Jo 


)dt = - Kl 2 . 

dw. 


Prenant ensuite le produit scalaire de (27) avec t -(t) et integrant sur [0, T] il vient 

dt 


(29) 

Or 


r du x 2 r T 

J ~dt~ (t > 1 dt + J (Aa ^’ 


du x 

77“ (0)tdf = 0. 
dr 


d . / . du x s du x x . du, 

^ (Ax^x> u x) — (Ax , «x) + (Ax^x, = 2 (A x u x , — 

puisque Aj* = A x . 

Par consequent, en integrant par parties, on trouve 

r f T du x i r T d 
j (A x u x (t), (t))tdt = - J Q - [(Axi/x, u x )]tdt 

[ = \ (Aa(T), «,(T))T - i | (A x u x , u x ) dt 


( 30 ) 
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d u x 

D’autre part, comme la fonction t i—► |- (r)| est decroissante (lemme VII. 1) on a 

d t 


(31) 




dr 


Combinant (28), (29), (30) et (31) on aboutit a 

l - |Mx.(T)| 2 + T(A A (T), « x (T)) + T 2 (T)| 2 < i |«ol 2 ; 
2 dr 2 

d’ou il resulte, en particulier, que 


(32) 


h7 (T)| ^ ^ |«„l VT > 0. 
d ' 1 / 


On conclut la demonstration de (26) en passant a la limite dans (32) quand X -> 0 (noter 

que -► — grace a la 5 e etape de la demonstration du theoreme VII.4). 

dr dr 


2 e etape. On suppose maintenant que m 0 g H. Soit ( u 0n ) une suite dans D(A) telle que 
u 0 „ -► Uq . Soit u n la solution de l’equation 


d u n 

— -h Am„ = 0 sur [0, + oo [ 

dr 

«»( 0 ) = U 0n . 

On sait (theoreme VII.4) que 

MO - «m(OI < l«o n - “oml Vm, n, Vt ^ 0 

et (l re etape) que 


\du n du m 

57 " IT (,, l 


1 

< - M - “oml Vm, n Vt > 0. 


II en resulte que u„(t) converge vers une limite u(t) uniformement sur [0, oo[ et —- 

dr 

du 

converge vers — uniformement sur chaque intervalle [5, + oo[ avec 5 > 0. Done 

dr 


mg C([0, + oo[; H) nC^QO, 4- oo[; H). 


dM 


On conclut aisement que u(t) g D(A) pour tout r > 0 et verifie l’equation- b Am = 0 sur 

dr 

]0, + oo [ (utiliser le fait que A est ferme). 


Preuve de (25). — On va etablir par recurrence sur k ^ 2 que 

(33) ueC k ~ j (]0, + oo[ ; D(A y )) V/= 0,1 ... k. 
Admettoris done (33) a l’ordre k - 1; d’ou il resulte en particulier que 

(34) mgCQO, + oo[; D^" 1 )) 


H. Brezis. — Analyse Fonctionnelle 


5 
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Pour etablir (33) a l’ordre /c, il suffit (grace au theoreme VII.5) de verifier que 
(35) ueCQO, + oo[; D(A*)). 

Dans Fespace de Hilbert ft = D(A fc_1 ), on considere Foperateur A : D(A) c: ft -► ft defini 
par 

|D(A) = D(A fc ) 

lA = A. 

On verifie aisement que A est maximal monotone et symetrique (done autoadjoint) dans fl. 
Appliquant la premiere partie du theoreme VII.7 dans fl a Foperateur A on voit que, 


pour tout 

v 0 e fl, il existe une 

solution 

unique du probleme 


f dv 




) — + 

Av = 0 

sur ]0, + oo [ 

(36) 

) 



l D(0) = 

= "o 


avec 





v e C([0, oo[;fl)nC 1 (]0, oo[; fl) n CQO, oo[; D(A)). 

Choisissant v 0 = u(s) (s > 0) (v 0 E fl grace a (34)) on voit que meCQs, + oo[; D(A fc )). 
D’ou (35). 


Commentaires sur le chapitre VII 

1) Le theoreme de Hille-Yosida dans les espaces de Banach 

Le theoreme de Hille-Yosida s’etend aux espaces de Banach sous la forme suivante. 

Soit E un espace de Banach et soit A : D(A) c E -► E un operateur lineaire non-borne. On 
dit que A est m-accretif si D(A) = E et si pour tout X > 0,1 + A. A est bijectif de D(A) sur E 
avec ||(I + XA) ^^(E) ^ 1- 


Theoreme VII.8 (Hille-Yosida). - Soit A un operateur m-accretif dans E. 
Alors pour tout u 0 e D(A) il existe une fonction 

if e C 1 ([0, + oo[; E) nC([0, + oo[; D(A)) 


unique telle que 
(37) 


du 

-h Ah = 0 sur 

dr 

i#(0) = u 0 . 


[0, + oo [ 


De plus , on a 

ll»WII < ll«oll et (r)|| = ||A«(r)|| ^ ||A«r 0 || Vr ^ 0. 

ar 


L’operateur u 0 > u(t) prolonge par continuity d E est note S A (r); S A (r) est un semi - 
groupe continu de contractions sur E. 
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Reciproquement , etant donne un semi-groupe continu de contractions S(f), i7 existe un 
operateur A m-accretif, unique , tel que S(f) = S A (t) pour tout t ^ 0. 

Pour la demonstration, voir par exemple J. Goldstein [1], Yosida[l], Schechter [1], 
Reed-Simon [1], volume 2, Tanabe [1], Pazy [1], Dunford-Schwartz [1], volume 1, 
Friedman [2], Davies [1], Balakrishnan [1] et [EX]. Ces references contiennent des 
developpements abondants sur la theorie des semi-groupes. 

2) Formule exponentielle. 

II existe de nombreuses methodes iteratives permettant de resoudre le probleme (37). 
Citons en particulier le 


Theoreme VII.9. — On suppose que A est m-accretif. Alors pour tout u 0 e D(A) la solution u 
de (37) est donnee par la formule exponentielle 

(38) u(t) = lim [(I + - A)' 1 ]"« 0 

n~* oo ^ 

Voir par exemple Yosida [1] et Pazy [1]. 


On notera que la formule (38) correspond exactement en langage d’Analyse 
Numerique a la convergence d’un schema implicite de discretisation en t pour l’equation 
(37) (voir Raviart-Thomas [1]). En effet pour determiner la solution de (37) on fixe t > 0 

t 

et on divise l’intervalle [0, t] en n intervalles egaux de longueur At = -; on resout 

n 

successivement les equations 


U ' l+ ‘ At — + A u J+i =0, j = 0, 1 ... n - 1, 


a partir de u 0 . Autrement dit 

«» = (! + A t A)“”u 0 = ^1 + l - u 0 . 


Lorsque n -► oo (i.e. At -► 0) il est tout a fait « naturel » que u n converge vers u(t). 


3) Le theoreme VII.7 est un premier pas vers la theorie des semi-groupes analytiques; a ce 
sujet voir Yosida [1], Kato [1], Reed-Simon [1], Friedman [2], Pazy [1], Tanabe [1]. 


4) Equations avec second membre. Equations non lineaires. 

Considerons le probleme 


(39) 


^ (t) + A u(t) =f(t) 
at 

w(0) = u 0 . 


sur 


[0, T] 


On a le resultat suivant 


Theoreme VII.10. — On suppose que A est m-accretif Alors pour tout u 0 e D(A) et tout 
f e (^([O, T] ; E) il existe une fonction 

ueC l ([0, T]; E) n C([0, T]; D(A)) 
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unique solution de (39). De plus u est donnee par la formule 

(40) u(t) = S A (r)«o + f S A (f - s)/(s) ds, 

Jo 

oil S A (f) designe le semi-groupe introduit en 1). 

On retiendra que si/e L x (0, T; E) la formule (40) — qui a toujours un sens — peut 
etre consideree comme une solution generalisee de (39). Sur ces questions voir Kato [1], 
Pazy [1], Martin [1], Tanabe [1]. 

Dans les applications, on rencontre de nombreuses equations « semi-lineaires » du 

type 

du 

-h Au = F(u) 

d t 

ou F est un operateur non lineaire de X dans X; voir par exemple Martin [1], Brezis [2] et 
les commentaires sur le chapitre X. 

Dans le meme esprit indiquons que la plupart des resultats du chapitre VII admettent 
une version non lineaire, i.e. A : D(A) c E E est un operateur non lineaire; voir 
Brezis [1], Barbu [1], Benilan-Crandall-Pazy [1]. 



VIII 


ESPACES DE SOBOLEV 
ET FORMULATION 
VARIATIONNELLE DES PROBLEMES 
AUX LIMITES EN DIMENSION UN 


VIII. 1. Motivation 


Considerons le probleme suivant. Etant donne/e C([«, b ]) trouver une fonction u(x) 
verifiant 


— sur \_a , fr] 

w(«) = u(b) = 0. 


Une solution classique - ou solution forte - du probleme (1) est une fonction de classe C 2 
sur [a, b~\ verifiant (1) au sens usuel. Bien entendu (1) peut etre resolu explicitement par un 
calcul tres simple, mais nous ignorerons cet aspect des choses afin d’illustrer la methode sur 
cet exemple elementaire. 

On multiplie (1) par cp e C 1 (la i bjj et on integre par parties; il vient 


( 2 ) 


*b 

*b 

u' cp' + 

ucp = 

a * 


/cp Vcp e 6]), cp(fl) = ( p(b) = 0. 


On notera que (2) a un sens des que u e bj) (contrairement a (1) qui suppose u deux 

fois derivable); en fait il suffirait meme d’avoir u, u'e L 1 (a, b), u' en un sens a preciser. 
Disons (provisoirement) qu’une fonction u de classe C 1 qui verifie (2) est une solution 
faiblede(l). 

Le programme suivant decrit les grandes lignes de Tapproche variationnelle en theorie 
des equations aux derivees partielles : 


Etape A. — On precise la notion de solution faible; celle-ci fait intervenir les espaces de 
Sobolev qui sont les outils de base. 

Etape B. — On etablit l’existence et Tunicite d’une solution faible par la methode 
variationnelle, via le theoreme de Lax-Milgram. 

Etape C. — On prouve que la solution faible est de classe C 2 (par exemple) : c’est un 
resultat de regularity. 
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Etape D. - Retour aux solutions classiques. On montre qu’une solution faible de classe C 2 
est une solution classique. 

L’etape D est tres simple. En efifet supposons que u e C 2 ([a, b]), u(a) = u(b) = 0 et u 
verifie (2). En integrant (2) par parties on obtient 

% b 

(- u" + u - /)cp = 0 Vcp e C l ([a, b~\l cp(fl) = ( p(b) = 0 

J a 

et a fortiori 


j (- u" + u - f)q> = 0 V<p 6 C c ‘ (]a, i>[). 

J a 

Or CcQfl, b[est dense dans L 2 (a, b) (corollaire IV.23) et done — u" + u = / p.p. (en fait 
partout puisque ueC 2 ). 


VIII.2. L’espace de Sobolev W 1 ’^!) 


Soit I = ]tf, b\_ un intervalle borne ou non et soit p e U avec 1 ^ p ^ oo. 

Definition. — L’espace de Sobolev W l p (I) est defini par (*) 



On pose 


H 1 (I) - W 1,2 (I). 


Pour m e W 1,P (I) on note u! — g ( 2 ). 


Remarque 1. — Dans la definition de W 1,p on dit que cp est une fonction test. On peut 
utiliser indifferemment (I) ou Q°(I) comme ensemble de fonctions test puisque si 
cp e 0^(1), alors p„ * cp e Q°(I) pour n assez grand et p„ * cp -► cp dans C 1 (voir § IV.4; 
bien entendu, pour definir le produit de convolution p„ * cp on commence par prolonger cp 
par 0 en dehors de I). 

Remarque 2. — II est clair que si u e C 1 (I) n L P (I) et si u ' e L P (I) (ici u' est la derivee usuelle 
de w), alors u e W 1,P (I). De plus la derivee usuelle de u coincide avec la derivee de u au sens 
W 1,p En particulier si I est borne, alors C 1 ® c= W 1,P (I) pour tout 1 ^ p ^ oo. 


Exemples. — Soit I = ]— 1, + 1[. Verifier a titre d’exercice que : 

1 

i) La fonction u(x) = - (|x| -f x) appartient a W 1,P (I) pour tout 1 ^ p ^ oo et que 
u' = H ou 


hm - {V 


si 

si 


0 < x < 1 
— 1 < x < 0. 


(*) Quand il n’y aura pas de confusion on ecrira W lp au lieu de W 1,P (I). 
( 2 ) Remarquer que ceci a bien un sens : g est unique grace au lemme IV.2. 





L’ESPACE DE SOBOLEV W 1 ’ P (I) 


121 


Plus generalement une fonction continue sur I et continument derivable par morceaux sur 
I appartient a W 1,P (I) pour tout 1 ^ p ^ oo. 

ii) La fonction H n’appartient pas a W 1,p pour tout 1 ^ p ^ oo. 

* Remarque 3. - Pour definir W 1,p on peut aussi utiliser le langage de la theorie des 
distributions (voir L. Schwartz [1]). Toute fonction u e L P (I) admet une derivee au sens des 
distributions qui est un element de l’enorme espace ^'(1). On dit que ue W 1,p si cette 
derivee-distribution coincide, dans l’espace avec une fonction de L p 

Lorsque I = U et p = 2 on peut aussi definir les espaces de Sobolev par transformee 
de Fourier; voir par exemple Lions-Magenes [1] ou Malliavin [1]. Nous 
n’en visage rons pas ce point de vue ici. 


Notations. — L’espace W 1,p est muni de la norme 

NjwlvP = IMIlp + ll“ , Hu’ 

(ou parfois, si 1 < p < oo, de la norme equivalente [||m ||£p + \\u' ||£p] 1/p ). L’espace H 1 est 
muni du produit scalaire 

(k, t)) H l = (u, u) L 2 + (u', v ') l 2 ; 

la norme associee 

IMIh> = (IMIl 2 + II«'IIl 2 ) 1/2 

est equivalente a la norme de W 1,2 . 


Proposition VIII.l. — Uespace W 1,p est un espace de Banach pour 1 ^ p ^ oo. Vespace 
W 1,p est reflexifi 1 ) pour 1 < p < oo et separable pour 1 ^ p < oo. 

Vespace H 1 est un espace de Hilbert separable. 


Demonstration. — a) Soit (u n ) une suite de Cauchy dans W 1,p ; done (u n ) et (u' n ) sont des 
suites de Cauchy dans L p Par consequent u n -> u dans L p et u' n -+ g dans L p On a 


et a la limite 



VtpeCjfl), 


vcpec^i). 


Done u e W 1,p m' = g et || u n - m|| w i, p -> 0. 
b) W 1,p est reflexif pour 1 < p < oo. 

En effet l’espace produit E = L P (I) x L P (I) est reflexif. L’operateur T: W I>P -*• E 
defini par T u = [«, u'] est une isometrie de W 1,p dans E; done T(W 1,P ) est un sous-espace 
ferme de E. II en resulte (proposition III.17) que T(W 1>P ) est reflexif - et par suite W‘- p 
aussi. 


i 1 ) Cette propriete est un a vantage considerable de l’espace W lp . Dans les problemes de calcul des 
variations on utilise de preference W 1,p plutot que C 1 qui n’est pas reflexif (voir corollaire III.20). 
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c) W 1,p est separable pour 1 ^ p < oo. 

En effet l’espace produit E = L P (I) x L P (I) est separable; done T(W 1,P ) est aussi 
separable (voir proposition III.22). Par consequent W 1,p est separable. 

Remarque 4. — II convient de retenir de la demonstration precedente le fait suivant : soit 
(u n ) une suite de W 1,p telle que u n -► u dans L p et u' n converge vers une certaine limite dans 
L p , alors «eW 1,p et \\u n — w|| w i,p -► 0 (lorsque 1 < p ^ oo il suffit de savoir que (u' n ) reste 
borne dans L p pour conclure que tieW 1,p ; voir [EX]). 

Les fonctions de W lp sont « en gros » des primitives de fonctions de L p . Plus 
precisement on a le 

Theoreme VIII.2. — Soit ue W 1,P (I); alors il existe une fonction « e C(I) telle que 

u = u p.p. sur I 

et u(x) — u{y) = u'(t)dt Vx, ye I. 

Jy 

Remarque 5. — Precisons bien la portee du theoreme VIII.2. Notons d’abord que si une 
fonction ueW 1,p , alors toute fonction v telle que u — v p.p. sur I appartient aussi a W 1,p . 
Le theoreme VIII.2 affirme que toute fonction u de W 1,p admet un (et un seul) representant 
continu i.e. il existe une fonction continue qui appartient a la classe d’equivalence de u pour 
la relation u ~ v si u = v p.p. Quand cela sera utile 0) on remplacera systematiquement u 
par son representant continu; afin de ne pas alourdir les notations on designera egalement 
par u le representant continu. On remarquera enfin que la propriete « u admet un 
representant continu » est distincte de la propriete « u est continue p.p. ». 


Remarque 6. — Il est clair que si u e W 1,p et si u' e C(I) alors u e C^I) (plus precisement 
weC^fl), mais comme il est dit ci-dessus nous ne distinguerons pas u et w). 

Dans la demonstration du theoreme VIII.2 on utilisera les 


Lemme VIII. 1. — Soit f e (I) tel que 


(3) 


/<P' = 0 VcpeC^I). 


Alors il existe une constante C telle que f = C p.p. 


Demonstration. — On fixe une fonction \|/eC c (I) telle que J \|/ = 1. Pour toute fonction 
w e C c (I) il existe (peC,!(I) tel que 


cp' = w — 



En effet la fonction h = w — 



\|/ est continue, a support compact inclus dans I et 


O Par exemple, pour donner un sens a u{x) Vx 61. 
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'1*'* 


comme h = 0, h admet une primitive (unique) a support compact. On deduit de (3) que 


jV[w - = 0 Vw 6 C C (I) 

IMJ /#- 0 v '" c - ,,) 

.2), /- = 0 P P > i e - /= c P P- avec C = | /\|f. 


et par suite (lemme IV 


Lemme VIII.2. — Soit ^eL 1 (I); pour y 0 fixe dans I on pose 


*(*) = gi!) df, x el. 


Alors v e C(I) et 


Demonstration. — On a 


*<P' = - g<P V(p e C!(I). 


j V(p' = j g{t) dt <p'(x) dx = - j dx I g(t)(p'(x) 
J I J J a Jx 


Appliquant le theoreme de Fubini, on en deduit que 


dr + dx 0(r)(p'(x)dr. 


v<f>' = - g(t) dt cp'(x)dx+ g(t) dt cp'(x) dx 


= - g{t)(p{t)dt. 


Demonstration du th£oreme VIII.2. — On fixe y 0 e I et on pose u(x) = u'(r) dr. 


D’apres le lemme VIII.2 on a 


wcp = — 


VcpeC^I). 


Done J(u — u)(p' = 0 VcpeC^I). II resulte du lemme VIII. 1 que u — u = C p.p. 
La fonction 5(x) = m(x) + C a les proprietes desirees. 


Remarque 7. — Le lemme VIII.2 montre que la primitive v d’une fonction g de L p 
appartient a W 1,p des que veL p — ce qui est toujours le cas lorsque I est borne. 
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Proposition VIII.3. — Soit ue L p avec 1 < p ^ oo. Les proprietes suivantes sont 
equivalentes 

(i) ii e WK 

(ii) II existe une constante C telle que 

«<p' < CHcpHlp',,, Vcp e C“(I). 

(iii) // existe une constante C telle que pour tout ouvert co c= c= I et tout heU avec 
\h\ < dist(o), CD on a 

ll**« - «llu>«») < C|A|. 

De plus , on peut choisir C = ||ii'|| l p (I) dans (ii) et (iii). 
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Par consequent 


|u(x + h) - u(x)| p dx < |*|'’ 

= W p 


[ dx |n' 

co J 0 

r ds i 


(x + sh)\ p ds 
| u'(x + sh)\ p dx. 


Or, pour 0 < s < 1, on a 


| |u'(x + sh)\ p dx = j |M'(y)| p Ay j |«'0')r Ay. 

D’ou Ton deduit (iii). 

('«) => (H) 

Soit (peC^I); on choisit cocci tel que Supp cp c co. Pour * e IR avec 
\h\ < dist (co, CD on a 


[u(x + h) — u(x)]cp(x) dx = u(x)[cp(x — h) — cp(x)] dx. 


Utilisant Tinegalite de Holder et (iii) on obtient 


I, 


[«(x + h) - «(x)]cp(x)dx ^ C\h\My. 


Passant a la limite quand h -► 0 on en deduit que 


wcp' 


<C||cp|| LP ' Vcp 6 C c ‘. 


* Remarque 8. — Lorsque p = 1 les implications suivantes restent vraies : 

(i) => (ii) <s> (iu). 


Supposons dans la suite que I soit borne. Les fonctions verifiant (i), c’est-a-dire les fonctions 
de W 1,1 sont les fonctions absolument continues. Elies sont aussi caracterisees par la 
propriete : 

tATt We > 0 35 > 0 tel que pour toute suite finie d’intervalles disjoints ]a k , b k \_ de I 
(telle que Z.\b k - a k \ < 8, alors £| f(b k ) - f(a k )\ < e. 

Tandis que les fonctions verifiant (ii) [ou (iii)] avec p = 1 sont les fonctions a variation 
bornee; ces fonctions peuvent etre caracterisees de diverses manieres : 

— ce sont les differences de deux fonctions croissantes bornees (eventuellement 
discontinues) sur I, 

— ce sont les fonctions u verifiant la propriete : 


(VB) 


il existe une constante C telle que 

k- 1 

X l M (*i + i) ~ ^ C pour toute suite t 0 < t l < ... < t k de I, 

i = 0 

ce sont les fonctions ueL^I) dont la derivee-distribution est une mesure bornee. 


Sur ce sujet on pourra consulter Hewitt-Stromberg [1], Kolmogorov-Fomin [1] ou Chae.[l]. 
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Corollaire VIII.4. — Une fonction u de L Q0 (I) appartient a W 1,00 (I) si et seulement s'il existe 
une cons tan te C telle que 

|i#(x) - If001 ^ C|x - y\ pp. x,ye I 

Demonstration. — Appliquer la proposition VIII.3 [(i) o (iii)] avec p = oo. 


Certaines operations fondamentales de l’Analyse ont un sens uniquement pour des 
fonctions definies sur U tout entier (par exemple la convolution, la transformee de 
Fourier, etc.). II est done utile de pouvoir prolonger une fonction ugW 1,p (I) en une 
fonction u e W 1,P (R) ( 1 ). Le resultat suivant repond a cette preoccupation. 


Theoreme VIII.5 (Operateur de prolongement). — Soit 1 ^ p ^ co. II existe un operateur 
de prolongement P: W 1,P (I) -► W 1,P (U) line air e et continu tel que 

(i) Pif,j = u Viig W 1>P (I). 

(ii) ||Pn|| L p (R) ^ C\\U\\ LP{1) V*f g W 1,P (I). 

(Hi) I|P*IIw^id < C|Wl w iV« g W lp (I) 

(ou C depend seulement de |I| ^ oo ( 2 )). 


Demonstration. — Commengons par le cas 

prolongement par reflexion defini par 

\u(x) 

(Pu)(x) = u*(x) = < 

(.«(- x) 


= ]0, 4- oo[ et montrons que le 

si x ^ 0 
si x < 0 


repond a la question. 

Tout d’abord on a ||u*|| LP(R) ^ 2 ||m|| l /> (I) . 
Posons 


«(x) = 


u'(x) 
u'( - x) 


si 

si 


On verifie aisement que v e L P ([R) et que 


u*{x) - n(0) = 


r 

Jo 


v(t) d t 


x > 0 
x < 0. 


Vx G U. 


Par consequent u * gW 1,p (H) (voir remarque 7) et ||w*|| w i,p (R ) ^ 2||w|| w i, P(1) . 

Considerons maintenant le cas d’un intervalle borne I; on peut toujours se ramener au 
cas I = ]0, 1[. On fixe une fonction r| gC^IR), 0 < r) < 1, telle que 


rj(x) = 



si 


si 


x < - 

4 


x > 


(*) Si Ton prolonge u par 0 en dehors de I la fonction ainsi obtenue n’appartient en general pas a 
W 1,P (1R) (voir § VIII.3). 


( 2 ) On peut prendre C = 4 dans (ii) et C = 4^1 + dans (iii). 
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Etant donnee une fonction / definie sur ]0, 1[ on pose 

f/(x) si 0 < x < 1 


fix) 


0 


x ^ 1 


On aura besoin du 


Lemme VIII.3. — Soit «eW 1,p (I), alors 

r\ue W 1,p (0, oo) et (r|ii)' = r\'u 4- r \u' 

Demonstration. — Soit cp e Q 1 (]0, oo[); on a 


r w - r 

Jo Jo 


T|UCp = 


M[(T|CP)' - tl'«p] 


v u 

-r 


U T|(p 


ur |'(p puisque qcp e QfQO, 1[) 


(Zr'r| 4- ur |')cp. 


Fin de la demonstration du thLoreme VIII. 5. — Etant donne weW 1,p (I) on ecrit 

U = T\U + (1 — T|)w. 

La fonction r\u est d abord prolongee a ]0, oo[ par qu (grace au lemme VIII.3) et ensuite 
prolongee a U par reflexion. On obtient ainsi une fonction v x e W 1,P (R) qui prolonge r\u et 
telle que 

ll^iII lP(ir) ^ » ll v illwbP(R) ^ C||m|| w i,P(j) 

(ou C depend de ||r|'|| L oo). 

On procede de maniere analogue avec (1 — r\)u, c’est-a-dire que Fon prolonge d’abord 
(1 — rj)u a ] — oo, 1[ par 0 sur ]— oo, 0] et ensuite on prolonge a U par une reflexion 
(par rapport au point 1). On obtient ainsi une fonction t> 2 eW 1,p (R) qui prolonge 
(1 — rfiu et telle que 

II^IIl^ir) ^ 2||m||lp (I ), l|v2llwbP(R) ^ C||u|| w Lp ( i) . 


Alors Pu = 4- v 2 repond a la question. 


Certaines proprietes des fonctions de classe C 1 restent valables pour les fonctions de 
W 1,p (voir par exemple les corollaires VII.9 et VII. 10). II est tres commode d’etablir ces 
proprietes « par densite » a l’aide du resultat suivant. 

• Theoreme VIII.6 (Densite). — Soit u e W 1,P (I) avec 1 ^ p < oo. Alors il existe une suite 
(u n ) dans C c °°([R) telle que u n \ X -► u dans W 1,P (I). 

Demonstration. — On peut toujours supposer que I = R; sinon on commence par 
prolonger u en une fonction de W 1,P ((R) grace au theoreme VIII.5. On utilise une technique 
importante de convolution (qui rend les fonctions C 00 ) et de troncature (qui rend les 
fonctions a support compact). 



128 


ESPACES DE SOBOLEV 


a) Convolution 

On aura besoin du 


Lemme VIII.4. — Soit peL J (IR) et soit veW 1,p (R) avec 1 ^ p ^ oo. Alors 
p * v e W 1,P ([R) et (p * v)' = p * v'. 


Demonstration. — Supposons d’abord que p est a support compact. On sait que 
p * v e L p . Soit cpeC^IR); d’apres les propositions IV. 16 et IV.20 on a 


(p * i?)<p' = 


v{p 


* <p') = Ji 


d(p * <p)' 


f'(p * <p) = 


< 


(p * 


D’ou 


p * v e W 1,p et (p * v)' = p * v '. 

Si p n’est pas a support compact on introduit une suite (p„) de C c (R) telle que p„ -► p 
dans L 1 . D’apres ce qui precede on a 

p„ * v e W 1,p et (p„ * v)' = p„ * v'. 

Orp„ * v -> p * t; dans L p et p„ * t/ -► p * t/ dans L p (voir theoreme IV.22). Onconcluta 
l’aide de la remarque 4 que 

p * v e W 1,p et que (p * t?)' = p * t/. 


b) Troncature 

On fixe une fonction £eC®(IR) telle que 0 ^ C, ^ 1 et 


On definit la suite 



si 

si 


1*1 ^ 1 
|x| ^ 2. 


(4) 


U*) = e 



pour n = 1, 2, 


On verifie aisement, grace au theoreme de convergence dominee, que si une fonction f e L p 
avec 1 ^ p < oo alors £„/ -► / dans L p . 


c) Conclusion 

On choisit une suite regularisante (p„). Montrons que la suite u n = £„(p„ * u) 
converge vers u dans W 1,p . Tout d’abord on a \\u„ — uWy, -► 0. En effet on ecrit 

u„ - U = ^„[(p„ * u) - w] + - H] 

et done 


Ik - u\\lp < ll(P„ * «) - mIIlp + - “llu> -*• 0. 

Ensuite, grace au lemme VIII.4 on a 


< = C,(p„ * ») + C„(P„ * «')• 



Par consequent 

IK 
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~ W '|| L P ^ IC(P„ * W)II L P + IICn(Pn * *0 “ “111/ 

c 

^ ~ INIlP + Il(Pn * U ') — u'WhP + \\£>n U ' ~ U '\\h P 0 

ou C = IKIIl-. 

Remarque 9. — En general on ne peut pas choisir au theoreme VIII.6 une suite ( u n ) de 
C c °°(I) (a ce sujet voir § VIII.3). Autrement dit C c °°(I) n’est pas dense dans W 1,P (I) (sauf si 
I = U). 


• Theoreme VIII.7. — II existe une constante C ( dependant seulement de |I| ^ oo) telle que 

(5 ) IMIl- (I) < C||n|| w i,p (I) Va e W 1 ’^), VU^oo, 
autrement dit W 1,P (I) c: L°°(I) avec injection continue pour tout 1 ^ p ^ oo. 

De plus , lorsque I est borne on a 

(6) Vinjection W 1,P (I) c= C(!) est compacte pour 1 < p ^ oo 

(7) Vinjection W M (I) ci L*(I) est compacte pour 1 ^ q < oo. 


Demonstration. — On commence par etablir (5) pour I = U ; le cas general s’en deduit 
grace au theoreme de prolongement (theoreme VIII.5). Soit v e C^R); si 1 ^ p < oo on 
pose G(s) = |s| p_1 s. La fonction w = G(v) appartient a C*(U) et 

w' = G'(t>)t/ = p\v\ p ~ 1 v\ 

Done pour xeU on a 

G(o(x)) = f p|t>(r)| f ’~ V(t)dr, 


et en utilisant l’inegalite de Holder on obtient 

Mx)l p < Mfj'WHu- 

D’ou Ton deduit, grace a l’inegalite de Young (voir § IV.2) que 

(8) ||t>|| L -< C\\v\\ w i P VveCUM) 

ou C est une constante universelle (*). 

On raisonne maintenant par densite. Soit u e W 1,p ; il existe une suite ( u n ) e C c J (IR) telle 
que u n -> u dans W 1,P (1R) (theoreme VIII.6). Appliquant (8) on voit que (u n ) est de Cauchy 
dans L 00 . Done u n -> u dans L 00 et on obtient (5). 


Preuve de (6). — Soit 2F la boule unite de W 1,P (I) avec 1 < p ^ 


Iu(x) - u(y )| = 


u'(t) dt\ 


^\\u f \\ LP \x-y\ llp ' ^\x-y\ l > p ' 


Pour on a 

Vx, ye I. 


I Jy I 

II resulte alors du theoreme d’Ascoli que est relativement compact dans C(I). 

Preuve de (7). — Soit la boule unite de W lfl (I). Pour montrer que est relativement 
compact dans L^(I) avec 1 ^ q < oo on applique le corollaire IV.26. Verifions la 


(*) Noter que p l /P ^ e 1 ^ Vp ^ 1. 
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condition (IV.23). Soit oo c= c= I, u e & et \h\ < dist (co, Ql). D’apres la proposition VIII.3 
(iii) on a 

ll T h u ~ w 11L 1 (to) ^ MIMIl'O) ^ 1^1- 

Done 


I u(x + h) - u{x)\ q dx < (2||w|| L oo (I) ) 9 1 | | u(x + h) - u(x)|dx < C\h\, 

et par consequent 


-I 

•'CD 


[>( 


*)' 


(x + h) - u(x)\ q dx ^ C 1/q \h\ i/q <8 si \h\ < 5. 


Verifions la condition (IV.24). Pour tie# on a 

imil« ( i\o» < ii«iil» ( i)|i\®i 1/9 ^ c \ m l/q < * 

pourvu que |I\co| soit assez petit; on choisit co pour que ceci soit verifie. 


Remarque 10. — L’injection W 1,1 ^) c= C(I) est continue mais n’est jamais compacte, 
meme si I est un intervalle borne; essayer de s’en convaincre ou voir [EX]. Neanmoins si 
(u n ) est bornee dans W M (I) (avec I borne ou non borne) il existe une sous-suite (u„J telle 
que u nk (x) converge pour tout xel (e’est le theoreme de Helly; voir par exemple [EX]). 
Lorsque I n’est pas borne et 1 < p ^ co, l’injection W 1,P (I) <= L°°(I) est continue, mais elle 
n’est pas compacte; essayer de s’en convaincre ou voir [EX]. Toutefois si (w„) est bornee 
dans W 1,P (I) avec 1 < p ^ oo, il existe une sous-suite (u n ) et il existe u e W 1,P (I) tels que 
u nk -► u dans L°°(J) pour tout J borne, J c I (voir par exemple [EX]). 


Remarque 11. — Soient I un intervalle borne et 1 ^ q ^ oo. Grace a (5) on montre 
aisement que la norme 


IIMII = \\u'\\ l p + ||u || l9 

est equivalente a la norme de W 1,P (I) (voir par exemple [EX]). 

Remarque 12. — Soit I un intervalle non borne. Si ue W 1,P (I), alors m e L 9 (I) pour tout 
q e [p, oo] puisque 

jW < \\u\& \\u\\Ip. 

Mais en general u £ L q (l) pour q e [1, p[ (voir [EX]). 


Corollaire VIII.8. — On suppose que I n’est pas borne et soit u eW 1,p (I) avec 1 ^ p < oo. Alors 
on a 

(9) lim u(x) = 0. 

x e I 
M - oo 

Demonstration. — D’apres le theoreme VIII.6 il existe une suite (wJeC^lR) telle que 
u n jj -► u dans W 1,P (I). On deduit de (5) que \\u n — w|| L oo (I) -► 0 ; d’ou (9). En effet 8 > 0 etant 
donne, on choisit n assez grand pour que ||w n — w|| L <*> (I) < e; or pour |x| assez grand on a 
w„(x) = 0 et done |w(x)| < 8. 
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• Corollaire VIII.9 (Derivation d’un produit). - Soient «,veW l p (I) avec 1 ^ p ^ oo. 
Alors uv e W 1,P (I) (*) et 

(10) (uv)' = u'v 4- uv'. 

De plus on a la formule d\integration par parties 

(11) J u'v = i i(x)v(x) - u(y)v(y) - J uv' Vjc,^gI 


Demonstration. — Notons d’abord que u g L 00 (theoreme VIII.7) et done uv e L p . 
Commengons par le cas ou 1 < p < oo; soient ( u n ) et (v n ) des suites de C c ! (IR) telles que 
u n |j —► w et v nll -» v dans W 1,P (I). Alors u n -► u et v n -► v dans L°°(I) (theoreme VIII.7); par 
consequent u n v n uv dans L°°(I) et dans L P (I). On a 


(u n v n )' = u' n v n 4- u n v' n u’v 4- uv' dans L P (I). 

II en resulte que uv e W 1,P (I) et que (uv)' = u'v 4- uv' (appliquer la remarque 4 a la suite 
u n v n ). Enfin on obtient (11) en integrant (10). 

Supposons maintenant que w, v e W 1,00 (I). Alors 

MreL°°(I) et u'v 4- uv' e L°°(I). 

II reste a verifier que 


uv cp' = — j* (u'v 


+ uv') cp Vcp e Q!(I). 


Pour cela, on fixe un intervalle ouvert borne J c I tel que Supp (p c J. Alors u , ueW 1,p (J) 
pour tout p < oo et d’apres ce qui precede on sait que 


e’est-a-dire 


uvq>' = — (u'v 4- uv')i p 

j Jj 

uv(p' = — (u'v + uv') cp. 
i Ji 


Corollaire VIII. 10 (Derivation d’un produit de composition). — Soit GeC^IR) tel que 
G(0) = 0 ( 2 ) et soit iieW 1 P (I). Alors 

Gone W 1,P (I) et (G o u)' = (G' o u)u'. 


Demonstration. — Soit M = ||w|| L <*>. Comme G(0) = 0 il existe une constante C telle que 
|G(s)| < C|s| pour 5 g [ — M, 4- M]. Done Go«g L p (I) puisque |G © u\ ^ C|u|. De meme 
(G' o u)u' g L P (I). II reste a verifier que 

(12) | (G o U )(p' = - J*(G' o u)u\ p V(p 6 C'(I). 

Supposons d’abord que 1 ^ p < oo. Alors il existe une suite (u n ) de C c °°(lR) telle que u n u 
dans W 1,P (I) et dans L°°(I). Done G o u n -► G © u dans L°°(I) et (G' o u n )u' n -► (G' o u)u' 


( A ) Noter que ce resultat contraste avec les proprietes de L p : en general si u et v appartiennent a 
L p le produit u.v n’appartient pas a L p On dit que W 1,p est une algebre de Banach. 

( 2 ) Cette restriction est inutile lorsque I est borne [ou bien lorsque I est non borne et p = oo]. 
Elle est essentielle si I est non borne et 1 ^ p < oo. 
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dans L P (I). Or on a 


(G o H„)<p' = 


(G' o M» V<p 6 C> (I). 


D’ou Ton deduit (12). 

Pour le cas p = oo on procede comme au corollaire VIII.9. 


Les espaces de Sobolev W m,p (I) 


Definition. — Etant donnes un entier m ^ 2 et un reel 1 ^ p < oo, on definit par 
recurrence l’espace 

W m ’ p (I) = {ue W m ~ 1 ’ p (I), u' e W m_1 * p (I)}. 


On pose 


H m (I) = W m,2 (I). 


On verifie aisement que ue W m,p (I) si et seulement s’il existe m fonctions 
... g m e L P (I) telles que 

juDAp = (- iy L<p V«p e C“(I), Vj =1,2, ... m 

ou D j cp designe la derivee a l’ordre j de cp. Lorsque u e W m,p (I) on peut done considerer les 
derivees successives u' = g x , (uj = g 2 ... jusqu’a l’ordre m; on les note Dm, D 2 m ... D m M. 
L’espace W m,p est muni de la norme 


m 

IMIw-p = IMIu> + I IID*«Hlp 

o = 1 


et l’espace H m est muni du produit scalaire 


C U, v) H m = (U, V ) L 2 + Y. (D“«, D“d). 

0=1 

On montre que la norme || || w m,p est equivalente a la norme |||m||| = \\uWyt -l- ||D m t/|| L p; plus 
precisement on etablit que si 1 ^ j ^ m — 1, alors Ve > 0 3C (dependant de e et |I| ^ oo) 
tel que 

IIDMIlp < eIID-^IIlp + CINIlp Vm e w m,p 
(voir par exemple [EX]). 

Le lecteur pourra etendre aux espaces W m,p les proprietes demontrees pour W 1,p ; par 
exemple W m,p (I) c= C m_1 (T) avec injection continue. 


VIII.3. L’espace W*' P (I) 


Definition. — Etant donne 1 < p < oo, on designe par Wo ,p (I) la fermeture de C c J (I) dans 
W liP (I). On note H*(I) = Wj-^IH 1 ). 


(*) On ecrira souvent Wj ,p et au lieu de Wj* p (I) et Hj(I). 
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L’espace W q ,p est muni de la norme induite par W 1,p ; l’espace Hj est muni du produit 
scalaire induit parH 1 . 

L’espace Wj ,p est un espace de Banach separable; il est de plus reflexif pour 
1 < p < oo. L’espace est un espace de Hilbert separable. 


Remarque 13. - Lorsque I = R on sait que C*(M) est dense dans W 1,P (IR) (voir 
theoreme VIII.6) et par consequent Wj ,p (lR) = W 1,P ([R). 


Remarque 14. — En utilisant une suite regularisante (p„) on verifie aisement que : 
(i) C c °°(I) est dense dans Wo ,p (I), 
ii) si u g W 1 *^!) n C c (I) alors u e Wj’ p (I). 


Le resultat suivant fournit une caracterisation essentielle des fonctions de Wo ,p (I) : 


• Theoreme VIII.ll. — Soit u e W 1,P (I), alors u G Wj ,p (I) si et settlement si u = 0 sur dl. 

Remarque 15. — Le theoreme VIII.ll explique le role important joue par l’espace Wj ,p . 
En effet les equations differentielles (ou aux derivees partielles) sont couplees avec des 
conditions aux limites, c’est-a-dire que la valeur de u est prescrite sur dl. 


Demonstration. - Si u e Wj ,p il existe une suite ( u n ) de Q 1 (I) telle que u n -► u dans 
W 1,P (I). Done u n -► u uniformement sur T et par consequent u — 0 sur dl. 


Reciproquement, soit u e W 1,P (I) tel que u = 0 sur dl. On fixe une fonction GeC 1 )^) telle 
que 


et 



si 

si 


\t\ ^ 1 

\t\ >2 


|G(f)| ^ \t\ pour tout t e U. 


On pose u n = - G(nu) de sorte que u n e W 1,P (I) (corollaire VIII.10). D’autre part 
n 


Supp u n cjxel; 


i«wi > -} 

n 


et done Supp u n est un compact inclus dans I (utiliser le fait que u = 0 sur dl et w(x) -► 0 
quand |x| -> oo, x g I). Par consequent u n g Wj ,p (voir remarque 14). Enfin, on verifie 
aisement a l’aide du theoreme de convergence dominee que u n -► u dans W 1,p . 


Remarque 16. — Indiquons deux autres caracterisations des fonctions de Wj ,p (voir par 
exemple [EX]) : 

(i) Soient 1 < p < oo et u g L p (I), alors u e Wj ,p (I) si et seulement s’il existe une 
constante C telle que 

f «<p' 


^ CHcpHi/j!) VcpcC^IR) 
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(ii) Soient 1 ^ p < oo et u e L P (I); on defmit u par 

{ u(x ) si x e I 

0 si x e U\ I. 

Alors u e Wj ,p (I) si et seulement si weW 1,p ([R). 

• Proposition VIII. 12 (Inegalite de Poincare). — On suppose que I est borne. 

Alors il existe une constante C (dependant de |I|) telle que 

(13) INI w Lp ^ C||w'|| LP Vi/eWj’ p (I). 

Autrement dit y sur Wi ,p (I) la quantite Wu'Wy, est une norme equivalente a la norme de W 1,p . 


Demonstration. — Pour u e Wi ,p (I) on a 


l«(x)| = \u(x) - u(a )| 


- If -' mi 


< IIw'IIl 1 • 


Done ||w|| L x < ||t/'|| L i; on en deduit (13) grace a l’inegalite de Holder. 


Remarque 17. — Si I est borne l’expression (u\ v \2 defmit sur Hi un produit scalaire et la 
norme associee — e’est-a-dire ||i /|| l 2 — est equivalente a la norme de H 1 . 

Remarque 18. — Etant donnes un entier m ^ 2 et un reel 1 ^ p < oo on defmit Fespace 
Wo’ p (I) comme etant la fermeture de Q*(I) dans W m,p (I). On montre que 

W£’ P (I) = {u e W m,p (I); u = Du — ... = D m_1 w = 0 sur dl}. 


II convient de bien distinguer 


W 2 ’ P (I) = {ue W 2>P (I); u = Du = 0 sur dl} 
et 

W 2 ’ P (I) n Wi’ p (I) = {ue W 2,P (I); u = 0 sur dl }; 

voir [EX]. 

* L’espace dual de Wi ,p 

Notation. — On designe par W~ 1,p (I) Fespace dual de Wi ,p (I) (avec 1 ^ p < oo) et par 
H -1 (I) Fespace dual de Hi (I). 

Suivant la remarque 1 du chapitre V on identifie L 2 et son dual, mais on n’identifie pas Hi 
et son dual. On a les inclusions 


Hi cz L 2 c H" 1 


avec injections continues et denses. 

Si I est borne, on a 

Wj ,p <= L 2 <= W -1,p pour tout 1 < p < oo, 
avec injections continues et denses. 
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Si I n’est pas borne on a seulement 

Wj’ p c L 2 c W" 1 ^' pour tout 1 < p ^ 2 

avec i injections continues et denses (voir remarque 12). 

Les elements de W _1,p peuvent etre represents a l’aide de fonctions de L p ; de 
maniere precise on a la 


Proposition VIII.13. — Soit Fe W 1,p . Alors il existe / 0 , f x e L p tels que 
<F, -> = j/ 0 f + Vf € Wj-'’ 

" l|F|| = Max {H/oll^, H/jIIlp'}. 

Lorsque I est borne on peut prendre f 0 = 0. 

Demonstration. — On munit l’espace E = L p x L p de la norme 


11*11 = IMl/ + \Ml' ou h = [fc 0 , fcj. 


L’application T :ue W q ,p i—► [w, u r ] e E est une isometrie de Wj ,p dans E. On pose 
G = T(Wq , p ), muni de la norme induite par E, et S = T -1 : G -► Wj’ p . L’application 
h e G i—» <F, S h} est une forme lineaire et continue sur G. Grace au theoreme de Hahn- 
Banach on peut la prolonger en une forme lineaire et continue sur E notee <I>, avec 
||0|| E ' = ||F||. D’apres le theoreme de representation de Riesz on sait qu’il existe / 0 ,/i e L p ' 
tels que 


<®, h} = 



V/ieE. 


II est facile de verifier que ||0|| E - = Max {||/ 0 || l p' ||/iIIlp'}- 

Lorsque I est borne on munit Wo p de la norme Hw'IIlp ( v °i r proposition VIII. 12). On applique 
le raisonnement precedent avec E = L p et T : u e Wj ,p k-f m'gL p . 


Remarque 19. — Les fonctions / 0 et f x ne sont pas uniques. 


Remarque 20. — On a l’habitude d’identifier F avec la distribution / 0 — f \ (par definition, 


la distribution f 0 — f\ est la forme lineaire v 


f 0 V + |/,u' 


sur C”). 


Remarque 21. — La conclusion de la proposition VIII.13 reste valable pour les formes 
lineaires et continues sur W 1,p . 


VIII.4. Quelques exemples de problemes aux limites 


Soit a resoudre le probleme 

f — u" + u = f sur I = ]0, 1[ 

(14) < 

\ u ( 0) = ii(1) = 0 

ou /est une fonction donnee (par exemple dans C(I), ou bien dans L 2 (I)). La condition aux 
limites u( 0) = u( 1) = 0 s’appelle la condition de Dirichlet (homogene). 
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Definitions. — Une solution classique de (14) est une fonction ueC 2 (I) verifiant (14) (au 
sens usuel). Une solution faible de (14) est une fonction u e Hq(I) verifiant 


(15) 


u'v' + 

1 

uv = 

Jl * 

'I 


V»eHj(I) 


« Mettons en marche » le programme decrit au § VIII.l. 


Ltape A. — Toute solution classique est une solution faible. Ceci est evident grace a la 
formule d’integration par parties du corollaire VIII.9. 

Etape B. — Existence et unicite d’une solution faible : 


• Proposition VIII.14. — Pour tout f e L 2 , il existe u e Hj unique solution de (15). 
De plus u s'obtient par 


fl 


1 

Min - 

(v' 1 -1- v 2 ) - 

M; 

r e h; (.■* J 

I 

1 J 


c'est le principe de Dirichlet. 


Demonstration. — On applique le theoreme de Lax-Milgram (ou simplement le theoreme 
de representation de Riesz-Frechet) dans l’espace de Hilbert H = Hj(I) avec la forme 
bilineaire 


a(u, v) = 


uv + 


uv — 


(m, i>) H . 


et avec la forme lineaire cp : v 


I fa 


Remarque 22. — Etant donne FeH on sait d’apres le theoreme de Riesz-Frechet qu’il 
existe ueHq tel que 

(u, P) H . = <F, »> H -, H . VreHi- 

L’operateur F i —> u est l’isomorphisme de Riesz-Frechet de H _1 sur Hq. On peut 
considerer que u est solution generalisee de l’equation — u " + u = F. 

Etapes C et D. — Regularite et retour a la solution classique. 

Notons d’abord que si/E L 2 et si u e est solution faible, alors u e H 2 . En effet on a 

u'v' = J(/ — u ) v VreQ 1 

et done u ' e H 1 (puisque f — us L 2 ), i.e. u s H 2 . Si de plus / s C(I) alors la solution faible u 
appartient a C 2 (T). En effet («')' e C(I) et done i/eC 1 ® (voir remarque6); par suite 
ueC 2 (I). Le passage d’une solution faible meC 2 (T) a une solution classique s’effectue 
comme au § VIII.l. 

Remarque 23. — Si f e H*(I) avec k entier ^ 1, on verifie aisement (par recurrence) que la 
solution u de (15) appartient a H k + 2 (I). 
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La methode decrite ci-dessus est extremement flexible et s’adapte a une multitude de 
problemes. Nous indiquons quelques exemples rencontres frequemment. Dans chaque 
probleme il est essentiel de bien preciser l’espace fonctionnel sur lequel on travaille. 


Exemple 1 (Condition de Dirichlet non homogene). — Soit a resoudre le probleme 


( — u" + u = f sur ]0, 1[ = I 
U(0) = a, ii(1) = P 


avec a, P e U donnes et / fonction donnee. 


• Proposition VIII.15. — Etant donnes /e L 2 (I) et a, P e IR, il existe w g H 2 (I) unique 
verifiant (16). De plus u s'obtient par 


Min 


veH 1 

v(0) = a, v(l) - 



(l V ' 2 + v 2 ) - 



De plus , si f e C(I), alors u e C 2 (I). 


Demonstration. — Indiquons deux approches possibles. 

Premiere methode. - On fixe une fonction u 0 reguliere telle u o (0) = a et w 0 (l) = p ( A ) et on 
effectue le changement d’inconnue u = u — u 0 ; alors u verifie 

u" + U =/+ u'' - u 0 

X 5(0) = S(l) = 0. 

On est done ramene au probleme precedent pour u. 

Deuxieme methode. — Dans l’espace H 1 on introduit le convexe ferme 
K = {u e H^I); v(0) = a, v(\) = p}. 

Si u est une solution classique de (16) on a 


u'(v - u)' + u(v — u) = J f(v — u) Vr e K. 


Done en particulier on a 


(17) 


u'{ v — u)' + 


I, 


u(v — u) ^ f(v — u) Vv e K. 


On utilise alors le theoreme de Stampacchia (theoreme V.6) : il existe u e K, unique, 
verifiant (17); de plus u s’obtient par 




fv 


Pour « remonter » a une solution classique on choisit dans (17) v = u + w avec w e Hj(I) 


l 1 ) Choisir par exemple u 0 fonction affine. 
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et on obtient 


u'W + uw = /w Vwg Ho(I). 


Ceci implique «gH 2 (I), etc. 

* Exemple 2.(Probleme de Sturm-Liouville). — Soit a resoudre le probleme 
flg v f- (P u ')' + qu =f sur ]0, 1[ = I 

1 ii(0) = ii(1) = 0 

ou peC 1 ®, qeC{l) et fe L 2 (I) sont donnes avec 

p{x) ^ a > 0 Vx el. 

Si w est une solution classique de (18) on a 


pu'v' 4- quv = J /d Vi; e Hq(I). 
ce fonctionnel l’espace Ho(I)et comme foi 
a(u , v) = pu'v' 4- quv. 

Ji Ji 


On adopte comme espace fonctionnel l’espace Ho(I)et comme forme bilineaire, continue, 
symetrique /• 


Si q^ 0 cette forme est coercive grace a l’inegalite de Poincare (proposition VIII. 12). Done 
(theoreme de Lax-Milgram) il existe ueHj unique tel que 


De plus u s’obtient par 


a(u,v)= fv Vi>eHj(I). 


Min <- (pv' 2 + qv 2 ) - fv 

*eH* [2 Ji Ji 


II est clair que pu' e H 1 ; done u' = -.pu' e H 1 et par suite u e H 2 . Enfin si/e C(I) alors 

P 

u e C 2 (I) et u est solution classique de (18). 

Considerons maintenant le probleme plus general 

f- (pu')' 4- ru' 4- qu = / sur ]0, 1[ = I 

1 «i(0) = ii(1) = 0. 

Les hypotheses sur p et q sont les memes que ci-dessus et r e C(I). 

Si u est solution classique de (19) on a 

f pu'v' 4- f ru'v 4- f quv = [ fv Vt;eHo(I). 


On adopte comme espace fonctionnel l’espace Hj(I) et comme forme bilineaire, continue 


a(u , v) 


4- ru v 4- quv. 


Cette forme n’est pas symetrique. Dans certains cas elle est coercive : par exemple si q ^ 1 et 
r 2 ^ a, ou bien si q ^ 1 et r e C^I) avec \r'\ ^ 2 — noter que 

f rv'v = — ^ f r'v 2 Vve H^(I). 
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On peut alors appliquer le theoreme de Lax-Milgram mais il n’y a pas de probleme de 
minimisation associe. Indiquons un artifice qui permet de se ramener a une forme bilineaire 

y 

symetrique. On introduit une primitive R de - et on pose £ = e~ R . L’equation (19) s’ecrit 

p 

apres multiplication par £ : 

- CP"" - CpV + tru + ^qu = tj 
ou encore (puisque + £r = 0): 

- (CpiiT + tqu = U- 

On introduit alors sur la forme bilineaire, continue, symetrique 


a(u , v) = C,pu'v' + ^quv. 


Si q ^ 0, a(u , v) est coercive et done il existe weHj unique tel que 


De plus u s’obtient par 


a(u ,v)= CJv Vv e Hq . 


+ Zqv 2 ) ~ UvY 


Min f gpv' 2 

»6H{ t^J | 


On verifie aisement que ue H 2 et que si/e C([0, 1]), alors u e C 2 ([0, 1]) est solution classique 
de (19). 


Exemple 3 (Condition de Neumann homogene). Soit a resoudre le probleme 

f— u" 4- u —f sur ]0, 1[ = I 

( 20 ) < 

W( 0) = k '(1) = 0. 


• Proposition VIII.16. — Pour tout f e L 2 (I) il existe u e H 2 (I) unique verifiant (20) ( x ). De 
plus u s'obtient par 

Min {- f (v' 2 + v 2 ) - /vj- 

veH 1 (2 Jj J, J 

Si f e C(T), alors u e C 2 (T). 


Demonstration. — Si u est une solution classique de (20), on a 


mV + uv = \ fv Vv e H X (I). 


Il convient alors de travailler dans l’espace de Hilbert H^I) et non pas dans Hq(I) comme 
precedemment (insistons sur le fait que m(0) et m(1) sont a priori iliconnus). On applique le 
theoreme de Lax-Milgram (ou le theoreme de representation de Riesz-Frechet) avec la 


forme bilineaire a{u, v) = J mV + J uv et avec la forme lineaire cp : v i—► J fv. On 
obtient une solution unique u e H X (I) de (21). On deduit d’abord de (21) que u e H 2 (I) et 


f) Noter que u e H 2 (I) => u e C 1 (I) et done la condition i/( 0 ) = u'{ 1 ) = 0 a un sens. Elle naurait 
pas de sens si Ton savait seulement que ueH 1 . 
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ensuite que 


(- m" + u -f)v + m'(1)u(1) - m'(0)u(0) = 0 Vt> e 


Dans (22) on commence par choisir v e Hq(I) et Ton obtient — u" + u = f p.p. Revenant 
ensuite a (22) il reste 

m'( l)i7(l) - m'(0)u(0) = 0 Vi? e H X (I). 

Comme v(0) et u(l) sont arbitrages, on en deduit que m'(0) = m'(1) = 0. 

Exemple 4 (Condition de Neumann non homogene). — Soit a resoudre le probleme : 

f- u" 4- u =/ sur ]0, 1[ = I 
(23) < J J L 

\u'( 0) = a, t/(l) = (3 

avec a, p e 1R donnes et / fonction donnee. 


Proposition VIII.16'. — Pour tout fe L 2 (I) et tout a, P e 1R il existe weH 2 (I) unique 
verifiant (23). De plus u s'obtient par 


Min <- (v /2 + v 2 ) - \ fv + av(0) - pv(l) 

veH 1 U Jj Jj 


Demonstration. — Si u est une solution classique de (23) on a 


i •'i 


mV + \ uv = 


/» 

fv- 


ai?(0) + pt?(l) VpeH^I). 


Il convient alors d’appliquer le theoreme de Lax-Milgram dans l’espace H^I) avec la forme 


bilineaire a(u , t?) = mV 4- mu et la forme lineaire 


cp : v i—> J/u — au(0) 4- Pu(l). 

Cette forme lineaire est continue (grace au theoreme VIII.7). On procede ensuite comme a 
Fexemple 3 pour prouver que m'( 0) = a, m'( 1) = p. 

Exemple 5 (Conditions aux limites melees). — Soit a resoudre le probleme : 

f -u" + u=f sur ]0, 1[ = I 

U(0) = 0, u'( 1) = 0. 

Si m est une solution classique de (25) on a 


i Ji 


mV + uv = fv VueH 1 (I) avec u(0) = 0. 


Il convient de travailler dans Fespace de Hilbert 

H = (ueH^I); u(0) = 0}. 

La mise en place de la suite du programme est laissee au lecteur. 
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Exemple 6 (« Troisieme » condition aux limites). — Soit a resoudre le probleme : 

f -u" + u=f sur ]0, 1 [ = I 
U'(0) - ku( 0) = 0, u(l) = 0 

ou k e U est donne (*). 

Si u est une solution classique de (27) on a 

uv' + uv + ku(0)v(0) = fv VreH^I) avec v{\) = 0. 

II convient alors d’appliquer le theoreme de Lax-Milgram dans respace de Hilbert 

H = {petffl); r(l) = 0} 
avec la forme bilineaire, continue, symetrique 


a(u , v) = 


f« + f 

Ji Ji 


uv -I- ku(0)v(0). 


Cette forme est coercive lorsque k ^ 0 ( 2 ). 


Exemple 7 (Condition aux limites periodique). — Soit a resoudre le probleme : 

(2g) f -«" + «=/ sur ]0, 1 [ = I 

lu(0) = «(1), u'(0) = u'(l). 

Si u est solution classique de (28) on a 

(29) wV 4- uv = i fv Vve H X (I) avec r(0) = t?(l). 

Ji Ji Ji 

II convient alors d’appliquer le theoreme de Lax-Milgram dans l’espace de Hilbert 

H = (reH 1 )!); i>(0) = u(l)} 


avec la forme bilineaire u(u, v) = 


r c 

wV 4- uv. 

4/1 J I 


Lorsque /e L 2 (I) on obtient une solution 


weH 2 (I) de (28); si de plus /e C(I), alors cette solution est classique. 
Exemple 8 (Probleme aux limites sur IR). — Soit a resoudre le probleme 


— u" + u = f sur U 
_u{x) -► 0 quand |x| -► oo 


avec f e L 2 


Une solution classique de (30) est une fonction u e C 2 ([R) verifiant (30) au sens usuel; une 


( A ) Plus generalement on peut envisager la condition aux limites 
a o u'(0) + P 0 “(0) = 0, a^l) + Pjii(l) = 0. 

( 2 ) Si k est negatif avec \k\ assez petit la forme a(u , v) est encore coercive. Par contre un calcul 
explicite montre qu’il existe une vaieur negative de k et des fonctions / pour lesquelles (27) n’admet pas 
de solution (voir [EX]). 
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solution faible de (30) est une fonction ueH l (U) verifiant 


(31) 


f mV + f uv = fv VreH^IR). 
Jr Jr Jr 


Tout d’abord montrons que si u est une solution classique de (30) alors u est une solution 
faible de (30). En efTet, verifions en premier lieu que mgH^IR). On choisit une suite (C„) 
comme dans la demonstration du theoreme VIII.6 (formule (4)). Multipliant (30) par et 
integrant par parties on obtient 


D’ou 

(32) 

Or 


f w^„u' + c;«) + f y 2 = I U'u. 

Jr Jr Jr 

[ y«' 2 + u 2 ) = f o + ^ f q u 2 - 

Jr Jr 2 Jr 

\ [ O * 2 < ^2 f “ 2 avec c = IK"lb 

^ Jr n Jn<\x\<2n 


(R)’ 


et 


M 

n J n< |.v| < 2n 


u 2 -► 0 quand n -► oo car u(x) -*■ 0 quand |x| -► oo. II en resulte que 


C/m < - I ^ n u 2 + - I C/ 2 et passer a la limite dans (32) quand 
l 2 Jr 2 J r 

une solution classique de (30) on a 

mV + uv = | fv Vv g Q/IR) 

Jr Jr Jr 


m g H 1 (IR) (noter que 
n -► oo ). Enfin si u est une solution classique de (30) on a 


et par densite Vt> g H^R); done u est solution faible de (30). 

Pour obtenir Fexistence et Funicite d’une solution faible il suffit d’appliquer le theoreme de 
Lax-Milgram dans Fespace de Hilbert H^IR). On verifie aisement que la solution faible u 
appartient a H 2 ((R) et si, de plus /g C(R), alors u e C 2 (IR). 


Conclusion : etant donne /g L 2 (1R) n C(R) il existe une solution classique unique de (30) 
(qui de plus appartient a H 2 (R)). 


Remarque 24. — Le probleme 


{-"•-/ 

(m(x) - 0 


sur U 
quand |x| 


oo 


ne peut pas etre aborde par la technique precedente car la forme bilineaire a(u y v) = mV 
n’est pas coercive dans H ! ((R). •'R 


Remarque 25. — Avec la meme methode que ci-dessus on peut resoudre 

f - m" + m = / sur ]0, oo[ 

[m(0) = 0 et m(x) -> 0 quand x -> + oo 


avec /g L 2 (0, oo) donne. 
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VIII.5. Principe du maximum 


Soit I = ]0, 1[; on a le 


•Theoreme VIII. 17. — Soit f e L 2 (I) et soit u e H 2 (I) la solution du probleme de Dirichlet 


— u" + u = f sur I 
.i/(0) = a, //(!) = p. 


Alors on a 


(34) 


Min {a, P, Inf /} ^ u(x) ^ Max {a, P, Sup J) 

i i 


Vxel C). 


Demonstration. — (Methode des troncatures de Stampacchia). On a 


(35) 


t/V + 

uv = 

Ji 

i 


V»eHj(I). 


On fixe une fonction GeC^IR) telle que 

(i) G est strictement croissante sur ]0, + oof 

(ii) G(t ) = 0 pour ^e] - oo, 0]. 

Soit K = Max {a, p. Sup/}; on suppose que K < oo. Montrons que u ^ K p.p. sur I. Soit 
v = G(u — K); on sait que v e H 1 , et 1’on a meme ueHj puisque 


u( 0) -K=a-K<0 et u(l) - K = p- K^0. 
Reportant v dans (35) on obtient 

u' 2 G'(u - K) + f uG(u — K) = | fG(u - K) 


c’est-a-dire 


JV 


(u - K) + 


(u - K )G(u - K) = 


(/- K)G( W - K). 


Or (/ — K) < 0 et G(m — K) ^ 0, d’ou il resulte que 


(u - K)G(m - K) ^ 0 


et comme tG(t) ^ 0 Vr e (R, l’inegalite precedente implique (m — K)G(m — K) = 0 p.p. 
Par suite u ^ K p.p. On acheve la demonstration de (34) en changeant u en — u. 


(*) Sup/ et Inf/designent respectivement le Sup ess de / (eventuellement = + oo) et le Inf ess 
de / (eventuellement = — ou). Rappelons que Sup ess/= Inf {C; f(x)^C p.p.} et 
Inf ess/ = — Sup ess (— /). 
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Remarque 26. — Lorsque /e C(I), alors u e C 2 (I) et on peut etablir (34) par une methode 
diflerente. Soit x 0 e T le point ou u atteint son maximum sur T. Si x 0 = 0 ou bien si x 0 = 1 
on a m ^ K. Sinon 0 < x 0 < 1 et alors u'(x 0 ) — 0, m"(x 0 ) ^ 0; d’apres Fequation (33) il 
vient 


«(x 0 ) =/(*o) + u "( x o) </(*o) < K. 

Cette methode a l’avantage de s’etendre aux problemes de Sturm-Liouville generaux. 

Deduisons quelques consequences immediates du theoreme VIII. 17 : 

• Corollaire V111.18. — Soit u une solution de (33) 

(i) Si u ^ 0 sur d\ et si f ^ 0 sur I, alors u ^ 0 sur I. 

(ii) Si u = 0 sur d\ et si fe L°°(I), alors ||if|| L . (I) ^ ||/|| L -(i)- 

(iii) Si f= 0 sur 1 alors ||»|| L . (I) ^ ||*f|| L «(ai)- 

On a un resultat comparable pour la condition de Neumann : 


Proposition VIII.19. — Soit fe L 2 (I) et soit «eH 2 (I) la solution du probleme 

u" + u = f sur 1 
«'(0) = u( 1) = 0. 

Alors 

VxeT. 


VueH^I). 

On reporte dans (37) v — G(w — K) ou K = Sup/ On procede ensuite comme dans la 

i 

demonstration du theoreme VIII. 17. 

Remarque 27. - Si fe C(I), alors u e C 2 (I) et on peut etablir (36) comme dans la remarque 
26. Noter que si u atteint son maximum sur dl, par exemple en 0, alors w"(0) ^ 0 
(prolonger u par reflexion a gauche de 0). 

Remarque 28. — On suppose que I = U. Soit / e L 2 ([R) et soit u e H 2 ([R) la solution de 

— u" + u = / sur R. 

Alors 

Inf / < w(x) ^ Sup / Vx e U 

U R 


(36) 

Demonstration. — On a 

(37) 


Inf / ^ u(x) ^ Sup/ 

i i 


I," + 1 * ■ 1, 


fv 


(voir par exemple [EX]). 
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VIII.6. Fonctions propres et decomposition spectrale 


Soit I = ]0, 1[. On a le 


• Theoreme VIII.20. — Soient p e C^I) avec p ^ a > 0 sur I et q e C(I). Alors il existe 
une suite (X n ) n ^ l de reels et une base Hilbertienne (e„) n>l de L 2 (I) telles que e n e C 2 (T) et 


- ( pe'n)' + <l e n = K*n SUr 1 

e n (0) = e n (l) = 0. 


De plus X n -> + oo quand n -> oo. 


On dit que les (X„) sont les valeurs propres de l’operateur differentiel 
A u = — (pu'y -I- qu avec condition de Dirichlet et que les (e„) sont les fonctions propres 
associees. 


Demonstration. — On peut toujours supposer q ^ 0, sinon on choisit une constante C 
telle que q + C ^ 0, ce qui revient a remplacer X n par X n + C dans Tequation (38). Pour 
tout fe L 2 (I) existe alors ueH 2 (I) n Hj(I) unique verifiant 


f — (pu'y + qu = f sur I 
1 u( 0) = ii(1) = 0. 


On designe par T l’operateur / i—► u considere comme un operateur de L 2 (I) dans L 2 (I) ( 1 ). 
Verifions que T est autoadjoint et compact. On a, grace a (39), 


pu' 2 + 



fu 


et done allw'H^ ^ || f \\ L 2 \\u\\ L 2 . II en resulte que ||m|| h i ^ C ||/|| L 2 (ou C est une constante qui 
depend seulement de a), ce qui peut s’ecrire 


IIT/IIhI < C||/|| L 2. 

Comme l’injection de H X (I) dans L 2 (I) est compacte (puisque I est borne) on en deduit que 
T est un operateur compact de L 2 (I) dans L 2 (I). Montrons que 

jV/)0 =1/(79) V/, 0 6L 2 (I). 

En effet posons w = T/ et v = Tg ; il vient 

(40) - (puj + qu = / 

(41) - (pi)')' + qv = g. 


En multipliant (40) par v et (41) par u et en integrant on a 


m r r r 

pxiv' + quv = I fv = gu. 

Ji Ji Ji Ji 


i 1 ) On pourrait aussi envisager T comme un operateur de dans Hj (voir § IX.8). 
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Notons enfin que 

(42) f (T/)/= I uf= f (pu' 2 + qu 2 ) > 0 V/e L 2 (I) 

Ji Ji Ji 

et d’autre part N(T) = {0} puisque si Tf = u = 0 alors / = 0. 

D’apres le theoreme VI. 11, L 2 (I) admet une base Hilbertienne ( e n ) n>l constitute de 
vecteurs propres de T associes a des valeurs propres (| x n ) n>l . On a > 0 (en efTet \i n ^ 0 
d’apres (42) et # 0 puisque N(T) = {0}) et on sait que -> 0. 

En ecrivant que Te n — \i n e n on voit que 

1 

- (pe'n)' + qe n = X n e n ou X n = —• 

M'm 

Enfin on note que e n e C 2 (I) puisque/ = X n e n e C(I) (en fait si p, q e C°°(I), alors e n s C°°(I)). 
Exemple. — Si p = 1 et q = 0 on obtient 

e n (x ) = yjl sin ( nnx) et X n = n 2 n 2 , n = 1, 2... 

Remarque 29. — Pour un meme operateur differentiel, les valeurs propres et les fonctions 
propres dependent des conditions aux limites. A titre d’exercice on pourra determiner les 
valeurs propres de l’operateur A u = — u" avec les conditions aux limites des exemples 3, 5, 
6 et 7. 

Remarque 30. — L’hypothese I borne est intervenue de maniere essentielle pour etablir la 
compacite de Foperateur T. Lorsque I n’est pas borne la conclusion du theoreme VIII.20 
est fausse en general ( x ); on rencontre alors le phenomene tres interessant de spectre 
continu, voir Reed-Simon [1]. A titre d’exercice on pourra determiner les valeurs propres et 
le spectre de l’operateur T :/ \—► u ou u e H 2 ([R) est la solution de — w" + u = /sur U 
(T est un operateur borne autoadjoint de L 2 ([R) dans L 2 (!R), mais il n’est pas compact); voir 
[EX]. 


Commentaires sur le chapitre VIII 

1) Quelques inegalites 

Signalons quelques inegalites tres utiles portant sur les normes de Sobolev. 

A) Inegalite de Poincare-Wirtinger 

Soit I un intervalle donne. Etant donne u e L^I) on pose u = — u (c’est la moyenne 
de u sur I). On a 

\\ u — w|l L ® ^ \\ u '\\v Vw 6 W lfl (I) 

(voir [EX]). 

( A ) Dans certaines circonstances la conclusion du theoreme VIII.20 reste vraie (voir [EX]). 
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B) Inegalite de Hardy 

u(x) 

Soit I = ]0, 1[ et soit u e Wq p (I) avec 1 < p < oo. Alors-e L P (I) et de plus 

x(l — x) 

^C p \\u'\\ LP ViigWJ-'(I) 

(voir [BT]). 


u(x) 

x(1 - x) 


C) Inegalites d interpolation de Gagliardo-Nirenberg 

Soit I un intervalle borne. Soient l^r^ooetl ^ q ^ p ^ oo. Alors il existe une 
constante C telle que 

(43) IHIlp ^ C\\u\\[V llwllwi^ Vu g W 1,r (I) 


ou 0 ^ a ^ 1 est defini par a\ -1- 11 =-; voir [EX]. 

\q r J q p 

De l’inegalite (43) on deduit en particulier que si p < oo (ou bien si p = oo et r > 1), 
alors 


(44) 


(Vs > 0 3C e tel que 

[INIl^ elMlw'.' + CJMIl« Vw g W 1,r (I). 


(On pcut aussi etablir (44) par une « methode de compacite »; voir [EX]). 


On trouvera d’autres inegalites plus generates dans Nirenberg[l] (voir aussi Fried¬ 
man [2] ou [BT]). Notons, entre autres, Tinegalite 

Mil/ < C||«||wi M’S Vu 6 w 2 3 '(I) 


l 

ou p est la moyenne harmonique de q et r, i.e. - = 


P 



2) Operateur de Hilbert-Schmidt 

Soit I un intervalle borne. On montre que l’operateur / i—* u qui a /g L 2 (I) associe 
l’unique solution du probleme 

f - {puj + qu =f sur I 

I m( 0) = M(l) = 0 

(avec p ^ a > 0 et q ^ 0) 

est un operateur de Hilbert-Schmidt de L 2 (I) dans L 2 (I); voir [EX]. 


3) Proprietes spectrales 

On connait de nombreuses proprietes spectrales de l’operateur de Sturm-Liouville 
A u = — ( pu)' + qu avec condition de Dirichlet sur ]0, 1[. Entre autres on sait que : 

A) chaque valeur propre est de multiplicity 1 : on dit aussi que chaque valeur propre 
est simple, 


H. Brezis. — Analyse Fonctionnelle 


6 
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B) si Ton range les valeurs propres (X„) dans un ordre croissant, alors la fonction 
propre e n (x) associee a X n possede exactement (n — 1) zeros sur ]0, 1[; en particulier la 
premiere fonction propre e x (jc) a un signe constant sur ]0, 1[. 

X n 

C) le quotient — converge quand n -+ oo vers une limite > 0. 

n l 

Sur ces questions on pourra consulter Weinberger [1], Protter-Weinberger [1], 
Coddington-Levinson [1], Hartman [1] et Agmon [1[. 



IX 


ESPACES DE SOBOLEV 
ET FORMULATION 
VARIATIONNELLE DE PROBLEMES 
AUX LIMITES ELLIPTIQUES 
EN DIMENSION N 


IX. 1. Definition et proprietes elementaires 
des espaces de Sobolev W 1,P (Q). 


Soit fl c R N un ouvert et soit p e IR avec 1 < p < oo. 
Definition. — L’espace de Sobolev W 1,P (Q) est defini par( x ) 


W 1 ^^) = mgL p (Q 


30 i, g 2 , •••> 9 n e L P (Q) tels que 
«^=-[ WP V<p e C®(Q) Vi = 1,2,..., 

Q 8x i Jn 


N 


On pose 

Pour mgW 1,p (Q) on note 


H 1 ^) = W 12 (Q) 


DW - 

— = g, ( ) et Vu 
dx t 


' du 

du 

,dx i 

dx 2 



= grad u. 


L’espace W 1,P (Q) est muni de la norme 


N 

du 


\\u\Ur = ||«||lp + I 
i= 1 

dx t 

LP 


ou parfois de la norme equivalente (||h||lp + £ 

V i— i 


du 

dx: 


L P . 


1/P 


(si 1 ^ p < oo). 


(*) Quand il n’y aura pas de confusion on ecrira souvent W 1,p au lieu de W 1,P (D). 
( 2 ) Cette notation a bien un sens : g t est unique grace au lemme IV.2. 
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L’espace H 1 (Q) est muni du produit scalaire 

. ^ / du dv \ 

la norme associee 

/ 2 N 

\\u\y = mi«ii L 2 + I 

est equivalente a la norme de W 1,2 . 


du 

dx { 


2 \ J /2 
i 2 I 


• Proposition IX.l. — L'espace W 1,p est un espace de Banach pour 1 ^ p ^ oo; W 1,p est 
reflexif pour 1 < p < oo et separable pour 1 ^ p < oo. 

Vespace H 1 est un espace de Hilbert separable. 


Demonstration. — Adapter la demonstration de la proposition VIII. 1 (utiliser l’operateur 
Ttt = [it, Vu]). 

Remarque 1. — Dans la definition de W lp on peut utiliser indifferement C^fQ) ou C c °°(0) 
comme ensemble de fonctions test (pour le demontrer utiliser une suite regularisante (p„)). 


. du 

Remarque 2. — II est clair que si u e C (Q) n L P (Q) et si —e L P (Q) pour tout 

dx, 

du 

i = 1,2, . . ., N (ici -— designe la derivee partielle de u au sens usuel), alors u e W ,P (Q); 
dx ( 

de plus les derivees partielles au sens usuel coincident avec les derivees partielles au sens W l p . 
En particulier si Q est borne, alors C^O) W 1,P (Q) pour tout 1 ^ p ^ oo. Inversement on 

demontre que si u e W 1;p (Q) n C(O) avec 1 ^ p < oo et si e C(Q) pour tout 

dXi 

i = 1, 2, ..., N ( — designe ici la derivee partielle au sens de W 1,p ), alors u e C^Q) (voir 
\dxi J 

[EX]). 


* Remarque 3. — Soit u e L, 1 oc (Q); la theorie des distributions permet de donner un sens a 
du (du 

— I — est un element de l’« enorme » espace des distributions - espace qui 

dXi \dXi \ 

contient en particulier L,^(ft) l.Utilisant le langage des distributions on peut dire que 

, / du 

W ,P (Q) est l’ensemble des fonctions ue L P (Q) telles toutes les derivees partielles —» 

dx t 

1 < i ^ N (au sens des derivees-distributions) appartiennent a L P (Q). 

Lorsque Q = U N et p = 2 on peut aussi definir les espaces de Sobolev par transformee 
de Fourier; voir par exemple Lions-Magenes [1], Goulaouic [1] ou Malliavin [1]. Nous 
n’envisagerons pas ce point de vue ici. 


Remarque 4. — II convient de retenir les quelques faits suivants : 

a) Soit ( u n ) une suite de W 1,p telle que u n -+ u dans L p et (Vu„) converge vers une limite 
dans (L P ) N , alors u e W 1,p et \\u„ — n|| w i, P -> 0. Lorsque 1 < p ^ oo il suffit de savoir que 
u n -+ u dans L p et que (Vu„) reste borne dans (L P ) N pour conclure que ue W 1,p . 
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b) Etant donnee une fonction/definie sur ft on designe par/son prolongement par 0 en 
dehors de ft, c’est-a-dire 


7w = 



si 

si 


X G ft 

X G IR N \ft. 


Soient MGW 1 ,p (ft) et aGC^ft). Alors (*) 

— , d — du den 

ocmgW 1,p (IR n ) et — (olu) = a-1 - u. 

dx t dx t dxi 


En effet soit (p g Cj (IR n ) ; on a 



La meme conclusion reste valable si, au lieu de supposer a g C c ! (ft) on prend 
a g C^RN) n L°°([R N ) avec Vot g L°°(1R n ) n et Supp a c= R N \r 


Voici un premier resultat de densite; on etablira ulterieurement (corollaire IX.8) un 
resultat plus precis moyennant des hypotheses supplementaires sur ft. 


• Theoreme IX.2 (Friedrichs). — Soit u e W 1,p (ft) avec 1 ^ p < oo. Alovs il existe une suite 
(u n ) de C c °°(lR N ) telle que 

(1) u n{Q -> u dans L p (ft) 

(2) -+ Vi/| W dans L p (co) N pour tout co cz c= ft. 

(rappelons que la notation co cc ft signifie que co est un ouvert tel que co c: ft et co est 
compact). 

Dans la demonstration on utilisera le : 


Lemme IX.l. — Soit pcL 1 ^) et soit vg W 1,P (IR N ) avec 1 ^ p ^ oo. Alovs 

, d dv 

p * v g W 1,P (R N ) et — (p * r) = p * — Vi = 1 , 2, ... N. 
dx { dx ( 

Demonstration du lemme IX.l. — Adapter la demonstration du lemme VIII.4. 


Demonstration du theoreme IX.2. — On note 


u(x) = 



si 

si 


X G ft 

X G R N \ft, 


et on pose v n = p n * u (ou p„ est une suite regularisante). On sait (voir § IV.4) que 
v n e C°°([R N ) et v„ -+ u dans L P ([R N ). Montrons que Vv n ^ -> Wu l(d dans L p (co) pour tout 
co <z <z ft. Etant donne co <= <= ft on fixe une fonction a g C *(ft), 0 ^ a ^ 1, telle que a = 1 


(*) Attention, en general u$ W 1,P (R N ) (pourquoi ?) 
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sur un voisinage de co (une telle fonction existe; voir par exemple [EX]). Notons que pour n 
assez grand on a 

^ p„ * QLU = p„ * w sur CO. 

En effet, 

Supp (p„ * aw - p„ * u) = Supp [p„ * (1 - a)w] 

c= Supp p M + Supp (1 - a)w c= B(0, -) + Supp (1 - a) <= Q co 

n 


pour n assez grand. D’ou (3). 

D’apres le lemme IX. 1 et la remarque 4b on a 

d — / du da \ 

(p„ * aw) = p„ * a — + — w 
dx ( \ dXi GXi ] 


et par consequent 


d — du dct 

— (p„ * aw) -> a - 1 - u dans L P (IR N ). 

dx { dx { dx t 


En particulier 

d — du 

— (p„ * aw) -» — dans L p (co), 

dx ( dx t 

et, grace a (3) 

d du 

— (P„ * u) - — dans L p (co). 

dxi dx ( 

Enfin on «tronque » la suite (v n ) comme dans la demonstration du theoreme VIII.6. Plus 
precisement on pose u n = C, n v„( l ). On verifie aisement que la suite (w„) a les proprietes 
souhaitees c’est-a-dire u n e C c °°(lR N ), u n -> u dans L P (Q) et Vw„ -+ Vw dans L /7 (co) N . 

* Remarque 5. — On demontre (theoreme de Meyers-Serrin) que si weW 1,p (Q) avec 
1 ^ p < oo, alors il existe une suite (w„) telle que u n e C°°(Q) n W 1,/7 (Q) et u„ -► w dans 
W 1,p (ft); la demonstration de ce resultat est assez delicate (voir, par exemple, Adams [1] 
ou Friedman [2]). En general si 0 est un ouvert arbitraire et si w e W 1,P (Q) on ne peut pas 
construire une suite (u„) dans C c 1 (flR N ) telle que w„ -> w dans W 1,/7 (Q) (voir [EX]); comparer 
le theoreme de Meyers-Serrin (valable pour un ouvert Q arbitraire) au corollaire IX.8 (qui 
suppose Q regulier). 


( 1 ) Dorenavant on designera systematiquement par (£„) une suite « tronquante », c’est-a-dire on 
fixe une fonction C, e C®(1R N ) avec 0 ^ C, ^ 1 et 


CM- 


i: 


si 

si 


\x\ ^ 1 
W>2 


et on pose £„(x) = £ 



> n = 1 , 2 .... 
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Voici une caracterisation simple des fonctions de W 1,p : 

Proposition IX.3. — Soit u e I/(Q) avec 1 < p ^ oo. Les proprietes suivantes sont 
equivalentes : 

(i) u e W 1,P (Q). 

(ii) II existe une constante C telle que 

u 8 -^k C||(p|| L p' V(p € C“(0), Vi =1,2, ... N. 
n 8x i 

(iii) II existe une constante C telle que pour tout ouvert co Q et tout /r e IR N avec 
\h\ < dist (co, QQ) on a 

IIV - «IIlP(o» < CW- 

De plus , on peut prendre C = ||Vi/|| L p (n) dans (ii) et (iii). 

* Remarque 6. — Lorsque p = 1 les implications suivantes restent valables : 

(i) => (ii) o (iii). 

Les fonctions qui verifient (ii) [ou (iii)] avec p = 1 sont les fonctions a variation bornee (en 
langage de distributions, il s’agit des fonctions de L 1 dont toutes les derivees premieres au 
sens des distributions sont des mesures bornees). Cet espace joue un role plus important 
que l’espace W 1,1 ; on rencontre des fonctions a variation bornee (ou de meme nature) en 
theorie des surfaces minima (voir, par exemple Giusti [1] et les travaux cites de De Giorgi, 
Miranda etc.), dans des questions de plasticite (fonctions a deformation bornee, voir, 
Temam-Strang [2] et le travail cite de Suquet), dans les equations quasilineaires du premier 
ordre qui admettent des solutions discontinues, ou ondes de choc (voir, par exemple, 
Volpert [1]). 

* Remarque 7. — II resulte du theoreme IV.25 et de la proposition IX.3 que si & designe 
la boule unite de W 1,P (Q) avec 1 ^ p ^ oo (Q ouvert quelconque), alors 8*^ est 
relativement compact dans L p (co) pour tout © c= c=D. [On verra ulteneurement 
(theoreme IX. 16) que si Q est borne et regulier, alors est relativement compact dans 
L P (Q); cette conclusion peut tomber en defaut si O n’est pas borne, ou bien si Q n’est pas 
regulier]. II s’en suit que si (u n ) est une suite bornee de W 1,P (Q) avec 1 ^ p ^ oo et Q 
ouvert quelconque, on peut extraire une sous-suite (u n J telle que w njk (x) converge p.p. sur Q 
(voir [EX]). 

Demonstration 

(i) => (ii) Evident 

(ii) => (i) Proceder comme dans la demonstration de la proposition VIII.3. 

(i) ^ (iii) 

Commengons par supposer que weC c °°(lR N ). Soit h e (R N et posons 
v(t) = u(x + th), t e U. 

Alors v'{t) = h:Vu(x + th) et done 

u(x + h) — u(x) = f(l) — f(0) = I v'(t) dt = j h.Vu(x + th)dt. 

Jo Jo 
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Par suite 


\T h u(x) - u(x)\ p < \h\ P 


|Vw(x + th)\ p dr 


et 


! 

J(o 


|t h u(x) - u{x)\ p dx ^ \h\ p 


I dx I 

J CO Jo 


|Vu(x + th)\ p d t 


r 1 r 
’ dt 
•'O * a> 


|Vw(x + r/i| p dx = \h\ p 


dt 


\Vu(y)\ p dy. 


Fixant \h\ < dist (co, Q ft), il existe un ouvert co' c= c= ft tel que co + th c= co' pour tout 
t e [0, 1] et done 


(4) 


IIV* - mIIlP(co) < W 


m p . 


Maintenant, pour m e W 1,P (Q) et p ^ oo il existe une suite ( u n ) dans C c °°(lR N ) telle que 
u n -+ u dans L p (ft) et Vt/ W -> Vw dans L p (co) Vco c c fi. On applique l’inegalite (4) a u n et a 
la limite on obtient (iii). Lorsque p = oo, on applique ce qui precede (pour p < oo) et 
ensuite on fait tendre p vers l’infini. 


(iii) => (ii) 


Soit cp 6 C c °°(ft); on considere un ouvert co tel que Supp cp c co c c £1 Soit h e IR N 
avec \h\ < dist (co, Q ft). Grace a (iii) on a 


I 


(x h u - u)(p 


<C|*| HtpIlLP - 


D’autre part, comme 


(u(x + h) — w(x))cp(x)dx = 

Jo 


1 


«Cy)(<pCy - h) - cpW) dy, 


il vient 


, , (<P(y - h) - <p(y)) 

“OO-rr-d y 

a W 


C||<p|| L( >' 


Choisissant h = te i9 te U, et passant a la limite quand MO on obtient (ii). 


* Remarque 8. — La proposition IX.3 ((i) => (iii)) montre que si u e W 1 00 (ft) et si ftest un 
ouvert connexe, alors on a 

(5) |m(x) - u(y) | ^ || Vm|| l . dist n (x, y) p.p. x,yeQ 

ou dist n (x, y) designe la distance geodesique dexay dans ft; il s’en suit que u admet un 
representant continu qui verifie (5) pour tout xjefi. On en deduit que si u e W 1,p (ft) avec 
1 < p ^ oo et ft ouvert quelconque, et si Vw = 0 p.p. sur ft, alors u est constante sur 
chaque composante connexe de ft. 

On notera enfin que si ue W loo (ft) avec Q ouvert convexe, alors on a 


|w(x) - u(y)\ ^ || Vw|| L . |x - y\ Vx, yefi. 
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Proposition IX.4 (Derivation d’un produit). — Soient w, v e W 1,P (Q) n L°°(Q) avec 
1 ^ p ^ oo. Alors uv e W 1,P (Q) n L°°(Q) et 

d du dv 

— M = — v + " j~’ i = h 2, ... N. 

0Xi dXi cxi 


Demonstration. — On peut toujours se ramener au cas ou 1 ^ p < oo (voir la 
demonstration du corollaire VIII.9). 

D’apres le theoreme IX.2 il existe des suites (u n ), (v n ) dans C c °°(lR N ) telles que 

u H -+ u, v n -> v dans L P (Q) et p.p. sur Q 

Vu n Vw, Vv n -> Vv dans L p (co) N pour tout o c c fi. 


Reprenant la demonstration du theoreme IX.2 on voit aisement que l’on a de plus 


id .- < lull 


et Hi7.Hi- ^ \\v\\ 


Par ailleurs on a 


f acp f / du n dv n \ 

U„V„—= - (— V„ + U„ — )<p V(p 6 C c ‘(n). 

Jn ox, JnVox, dx,J 


Passant a la limite, par convergence dominee, il vient 


f dtp f (du dv\ 

uv— =- ( — 1 > + «— <p V(psC c 'p. 

Ja ox, Jn \Sx, dxj 


Proposition IX.5 (Derivation d’un produit de composition). — Soit GeC^IR) telle que 
G(0) = 0 et |G'(s)| ^ M \/seU. Soit u e W 1>p (n), alors 

. d du 

GoweW^fl) et — (Go«) = (G'o«) —• 
dx ( dx t 


Demonstration. — On a |G(s)| < M|s| Vs e R et done |Gon|^M|n|; par suite 

du 

Go ue L P (Q), et de meme (G' o u) — e L P (Q). Il reste a verifier que 

dx ( 


( 6 ) 


d<p r du 

(G o u) — = - (G' o u) — <p V<p e C c ‘ (O). 

n Ox, J n dx, 


Lorsque 1 ^ p < oo, on choisit une suite ( u n ) dans C c °°([R N ) telle que u n u dans L P (Q) et 
p.p. sur Q, Vw„ -► Vw dans L p (co) N Vco <= <= D (theoreme IX.2). On a 


dep f du n 

(G ° u n ) — — = — (G' o u „) cp Vcp g Q 1 (Q). 

Jn dxi J n dx t 

du n du 

Or G o u n -► G o u dans L P (Q) et (G' o u n )-► (G' o u) — dans L p (co) par convergence 

dx t dx t 

dominee. On en deduit (6). 

Lorsque p = o o, on fixe un ouvert O' tel que Supp cp <= Q' <= c= Q. Alors «eW 1,p (Q') 
Vp < oo et on deduit (6) de ce qui precede. 
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Proposition IX.6 (Formule de changement de variables). — Soient Q et O' deux ouverts de R N et 
soit H : Q' -* Q une application bijective, x = H(p), telle que 

Jac H e L°°(Q'), Jac H" 1 e L 00 ^ 1 ). 

Soit u e W 1,P (Q), alors u o H e W 1,P (Q') et 

d ^ du dH: 

— (h.H)(f) = I — (H(y)) —i W Vy = 1, 2, ... N. 
tyj i 5x , 


Demonstration. — Lorsque 1 < p < oo on choisit une suite ( u n ) dans Q°(IR N ) telle que 
u n —+ u dans L P (Q) et Vu n -> S7u dans L p (co) N Vco o c: Q. Alors u n o H u o H dans L P (Q') 
et 


dx t ) dyj \dx { 


Etant donnee i|/ e C* (O') on a 


. dH t 

-— o H ) dans L p (co') Vco' 


O'. 


f d\\f r _(du n \dH: 

K°H) —dy = - oHl —vj/dy. 

Ja J a i \ dx i / d yj 

A la limite on obtient le resultat desire. 

Lorsque p = oo, on procede comme a la fin de la demonstration de la proposition IX.5. 


Les espaces W m,p (Q). 


Soient m ^ 2 un entier et soit p un reel avec 1 ^ p ^ oo. On definit par recurrence 

f t du } 

W m,p (Q) = jue W m ‘ 1 ’ p (0); — 6 W" , ~ 1 ’ P (Q) Vi = 1,2, 


11 revient au meme d’introduire ( 2 ) 


W m,p (Q) = lue L P (Q) 


Va avec |a| ^ m 3g a e L P (Q) tel que 


(- 1)N g a y Vcp e C c °°(Q) * 


wD“(p = 

Jn 


On note D“w = g a . 

L’espace W m,p (Q) muni de la norme 


est un espace de Banach. 


ll«llw»M’ = I IIDmIIi/ 

0 ^ |ot| ^ m 


dH i 

(*) Jac H designe la matrice Jacobienne -; il s’agit done d’une fonction de L°°(Q') NxN . 

dyj 

( 2 ) Un multi-indice a est une suite a = (a lt a 2 , .. .,a N ) avec a, ^ 0 entier; on pose 

N + a 2 + • • • + a N 

|a| = X a, et D"cp - - „ ■ a - 

i = 1 ox\' dx 2 ! ■ ■ ■ 8 x n n 
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On pose H m (Q) = W m,2 (Q); H" 1 ^) muni du produit scalaire 

(«, p)h- = Z (D“«, D“d) l 2 

0 ^ |a| ^ m 


est un espace de Hilbert. 

* Remarque 9. — On demontre que si Q est « assez regulier » avec T = dQ borne, alors 
la norme de W m,p (Q) est equivalente a la norme 

IImIIlp + I IID”h||u>. 

|a| = m 


Plus precisement on montre que pour tout multi-indice a avec 0 < |a| < m et tout e > 0 il 
existe une constante C (dependant de Q, e, a) telle que 

l|D a w|| L p < 8 X \\D*U\\ LP + C\\u\\ LP Vm g W m,p (Q) 

IPI = m 


(voir Adams [1] ou [EX]). 


IX.2. Operateurs de prolongement 


II est souvent commode d’etablir des proprietes des fonctions de W K, ’(ft) en 
comme'ngant par le cas ou Q = IR N (voir par exemple les resultats du § IX.3). II est done 
utile de savoir prolonger une fonction u e W 1,P (Q) en une fonction u e W 1,P (IR N ). Ceci n’est 
pas toujours possible. Toutefois si Fouvert O est « regulier » on peut construire un tel 
prolongement. Commengons par preciser la notion d’ouvert regulier. 


Notations. - Etant donne x e IR N on ecrit 


x = (x\ x N ) avec x' e I 


x' = (x u x 2 , .. •, x N-1 ) 


et on pose 


On note 



^Z 

> 

II 

X^ 

II 

cT 

A 

z 

* 

^Z 

X 

II 

x^ 

II 

|x'| <1 et 

= Q n IR 1 ? 


z 

X 

> 

II 

Xj 

II 

|x'| <1 et 


|x N l < 1} 
x N = o}. 


Definition. — On dit qu’un ouvert Q est de classe C 1 si pour tout x e T = dCl il existe un 
voisinage U de x dans R N et une application H : Q -> U bijective telle que 

HeC'tQ), H-'eC’fU), H(Q + ) = Unfl et H(Q 0 ) = U n r. 
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Theoreme IX.7. — On suppose que Q est de classe C 1 avec Y borne (ou bien Q = (R+). 

Alors il existe un operateur de prolongement 

P : W 1 ’^) -> W^IRN) 

line air e , tel que pour tout u e W 1-P (Q) 

(i) Pi/| Q = u 

(») l|P"IUiR N ) ^ CIMIlP(O) 

OiO l|P |/ llw 1 '/ , (iR N ) ^ C||w|| w L P(n) 

ou C depend seulement de Q. 

Commengons par demontrer un lemme simple, mais fondamental, concernant le 
prolongement par reflexion. 


Lemme IX.2. — Etant donnee u e W 1 ,p (Q + ) on definit sur Q la fonction u* prolongee par 
reflexion , c'est-a-dire 

{ u(x\ jc n ) si jc n > 0 

u(x\ — Jt N ) si jc n < 0. 


u*(x\ x N ) = 


Alors u* e W 1,P (Q) et 


II"*IIlP(Q) ^ 2|| tf || L p (Qt) , l|w|| w LP(Q) ^ 2 ||i/|| w i, P( q j 


(7) 

( 8 ) 


— Verifions 

que 

du* 

( Su \* 

dx ( 

lax,7 

du* 

fdu \ a 

dx N 

\dx N J 


pour 


/Su\* 


ou I — 1 designe le prolongement par reflexion de 

\dXiJ dx t 

et ou Ton pose pour / definie sur Q + 


1 < i ^ N — 1 


du 


/ D (x', X N ) = 


f(x\ x N ) si x N > 0 

l - /(*', *n) si *N < 

On utilisera la suite (r\ k ) de fonctions de C°°(1R) definie par 
r\ k (t) = r\{kt) t eU, k = 1 , 2 , ... 
ou r| est une fonction fixee, r)eC°°([R) telle que 


I 0 si 


1 

t < - 
2 


n(0 = 

/ 

1 si t > 1. 
Prouvons (7); soit (peC^Q). On a pour 1 ^ i ^ N — 1 


(9) 

ou 


* a<p f di|/ 
u* — = u — 

Q dx t J Qt dx t 

v|/(x', x N ) = cp(x',x N ) + <p(x', - x N ). 
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La fonction \|/ n’appartient pas en general a C c 1 (Q + ) et elle ne peut pas etre utilisee comme 
fonction test, mais par contre 

^ N )6C c ‘(Q + ) 

et done 


= - — n*t- 

Q, ox, J Qt dXi 


d di|/ 

D’autre part —(r| fc i|/) = r| fc —» et par consequent 

dx , dx: 


Q + * Q + 


Q + JQ 


Passant a la limite dans (10) quand k -> oo (par convergence dominee) on obtient 


Combinant (9) et (11) on a 


Q JQ 


D’ou (7). 

Prouvons (8); soit cpeC^Q). On a 


Q t '- A N jq + 


X(x\ x N ) = <p(x\ x N ) - <p(x\ - x N ). 

On notera que x(x', 0) = 0, et done il existe une constante M telle que |x(x', x N )| ^ M|x N | 
sur Q. Comme r\ k x e + J on a 


u -z (*i a) = - 


Q + 5X N 


q <9x N 


d dx 

;—(%X) = m -— + kr\'(kx N )x- 


Montrons que 


ukr\'(kx N )x -> 0 quand k -> oo. 


En effet, on a 


M/crj'(/cx N )x ^ kMC |w|x N dx ^ MC 


avec C = Sup |r)'(f)|; d’ou (15). 
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On deduit alors de (13), (14) et (15) que 


Enfin on a 


dx 

f du y 

dx N 

J Qt 5 x n 


(16) 


du 
Q + ^ X N 


1 = 


du \ D 

* 


Combinant (12) et (16) on obtient (8). 

La conclusion du lemme IX.2 reste valable si Ton remplace Q + par IR + 
(demonstration inchangee) — ce qui etablit le theoreme IX.7 pour Q = R+. 

* Remarque 10. — Le lemme IX.2 permet de construire tres simplement des operateurs 
de prolongement pour certains ouverts qui ne sont pas de classe C 1 . Soit par exemple 

Q = (x e [R 2 ; 0 < x x < 1, 0 < x 2 < 1}. 

Soit u e W 1,P (Q). Par quatre reflexions successives on obtient un prolongement u e W 1,p (fi) 
de u dans 


ft = (x e [R 2 ; — 1 < Xj < 3, — 1 < x 2 < 3}, 


r 


3 



On fixe ensuite une fonction \|/ € C* (ft) telle que \)/ = 1 sur Q. On designe par P u la 
fonction \| tu prolongee a U 2 par 0 en dehors de ft. On montre aisement que l’operateur 
P : W Up (Q) -> W 1,P (IR 2 ) verifie (i) (ii) et (Hi). 

Dans la suite nous utiliserons le : 

Lemme IX.3 (Partition de l’unite). — Soient T un compact de 1R N et Uj , U 2 , . .. V k des 

k 

ouverts tels que T c= (J U f . 

i = i 

Alors il existe des fonctions 0 O , 0j, 0 2 , .. . 0 k de C°°(1R N ) telles que 

k 

(i) 0 ^ 0, ^ 1 Vi = 0, 1, 2, ... k et X e « = 1 sur 

i — 0 

fSupp 0, est compact et Supp 0, c \J. V# = 1, 2, ... k 

^ [supp 0 O c= ir n \r. 

Lorsque Q est un ouvert borne et T = dQ, alors 0 O | Q e C c °° (Q). 

Demonstration. — Voir [EX]. Ce lemme est classique; on trouvera des enonces voisins 
par exemple dans Agmon [1], Adams [1], Folland [1], L. Schwartz [1], Malliavin [1]. 
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Demonstration du th£oreme IX.7. — On « rectifie » T par cartes locales et on introduit une 
partition de l’unite ( 1 ). Plus precisement comme T est compact et de classe C 1 il existe des 

k 

ouverts de U N tels que r c= (J U, et il existe des applications H, : Q -> U, 

i = 1 

bijectives telles que 

H.eC^Q), Hr'eC 1 ^), H;(Q + ) = U, n Q et H^Qo) = U, nF. 

On considere les fonctions 0 O , 0 l5 ...,0 k introduites au lemme IX.3. Etant donne 
u € W 1,P (Q) on ecrit 

k k 

u = X 0 i“ = Z u h OU U, = e,M. 

» = 0 i = 0 

On prolonge maintenant chacune des fonctions u t a U N en distinguant u 0 et les (w f ) ls ^ fc . 
a) Prolongement de n 0 . — On definit le prolongement de u 0 a 1R N par 

- , , KM si xeQ 

U °' X ~ 1 0 si X 6 IR N \fi. 

k 

Rappelons que ©oeC 1 ^) n L°°([R N ) et V0oeL°°(IR N ) puisque V0 O = — £ V0 f est a 

i = 1 

support compact et Supp 0 O c M N \T. Il s’en suit (remarque 4b) que 

— 1 d — du (;0 n _ 

u 0 6 W‘- I ’(R N ) et — u 0 =Q 0 — +t ±u. 

uXj dXf ox i 


Done 


ll M oII w'^crN) ^ C||n|| w i,p(Q). 


b) Prolongement de n,, 1 ^ i^k. On considere la restriction de u a U f n Q et on 
«transporte» cette fonction sur Q+ a l’aide de H f ; plus precisement on pose 
Vi(y) = M(H f (y)) pour yeQ + . On sait (proposition IX.6) que t) i eW 1,p (Q + ). On definit 
ensuite sur Q le prolongement par reflexion de v t (lemme IX.2), soit vf ; on sait que 
vf e W 1,P (Q). On « retransporte » vf sur U f a l’aide de Hr 1 , soit 

w t (x) = vf[ H f _1 (x)] pour xeU,-. 

On a alors w,e W 1,p (U i ), w f = u sur U ( n Q et 

IIllw 1 '^(U,) ^ c ll^llw^PCUjnn)- 

Enfin, on pose pour x e [R N 

A/ , f Qi(x)Wi(x) si xeU, 

Mf X _ 1 0 si x e (R^Uj, 

(*) Dans la suite on utilisera fiequemment cette technique pour passer d’un resultat demontre sur 
IR + (ou Q+) a la meme conclusion sur Q ouvert regulier. 
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de sorte que € W 1,P ([R N ) (remarque 4b), w, = u { sur Q et 

IIW.llw 1 P(R n ) ^ Cllwllw^^UjoQ)- 
k 

Conclusion. — L’operateur P u = u 0 + £ u t possede toutes les proprietes desirees. 


• Corollaire IX.8 (Densite). — On suppose Q de classe C 1 . Soit neW 1,p (Q) avec 
1 ^ p < oo. Alors il existe une suite (u n ) de C c °°([R N ) telle que i/„ (Q -> u dans W 1,p (Q). 
Autrement dit , les restrictions a Q des fonctions de C c °°(IR N ) forment un sous-espace dense de 
W 1,P (Q). 


Demonstration. — Supposons d’abord T borne. II existe alors un operateur de 
prolongement P (theoreme IX.7). La suite (*) £ n (p„ * P u) converge vers P u dans W 1,P (1R N ) 
et done repond a la question. Lorsque F n’est pas borne, on commence par considerer la 
suite etant donne s > 0 on fixe n 0 tel que \\^ n u - w|| w i,p < e. On peut alors construire 
un prolongement v e W 1,P (IR N ) de C, n u [puisque seule intervient Intersection de F avec une 
grande boule]. On fabrique enfin weC c 00 ([R N ) tel que \\w — tf|| w '-P(R N ) < £• 


IX. 3. Inegalites de Sobolev 


Au chapitre VIII on a vu que si Q est de dimension 1, alors W 1,P (Q) c= L°°(Q) avec 
injection continue. En dimension N ^ 2 cette inclusion reste vraie seulement pour p > N; 
lorsque p ^ Non peut construire des exemples de fonctions de W 1,p qui n’appartiennent 
pas a L 00 (voir remarque 17 et [EX]). Neanmoins un resultat important, du essentiellement 
a Sobolev, affirme que si 1 ^ p < N alors W 1,P (Q) <= L p *(Q)avec injection continue pour 
un certain p*e]p, + oo[. 

Commengons par envisager le : 


A. Cas ou Q = (R 1N . 

• Theoreme IX.9. — (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg). — Soit 1 ^ p < N, alors 

W 1,p (R n ) c= L P *((R N ) oii p * est donne par — = -» 

p* p N 

et il existe une constante C = C(p, N)( 2 ) telle que 

(17) IHIlp* < CHV.Hl, V«e W‘-'(R n ). 


(*) (p„) suite regularisante et (£,„) suite tronquante comme dans la demonstration du 
theoreme IX.2. 

, (N - 1 )p 

( ) On peut prendre C(p, N) =-» mais cette constante n’est pas optimale; la meilleure 

N — p 

constante est connue (et compliquee !), voir Th. Aubin [1], Talenti [1] et Lieb [1]. 
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Remarque 11. — La valeur de p* peut s’obtenir par un argument d’homogeneite tres simple 
(retenir que les raisonnements par homogeneite donnent parfois des renseignements 
interessants moyennant peu d’efforts). En effet s’il existe des constantes C et 1 ^ q ^ oo 
verifiant 

(18) ll«l| L ^ C\\Vu\\ LP Vw e W 1,P (IR N ) 

alors necessairement q = p*. Pour le voir on choixit dans (18) w x (x) = u(Xx) (k > 0) au lieu de 
u. II vient 

/ N N\ 

\\u\\ Lq ^CX^ + ^'~ p) \\^u\\ LP vx>0, 

ce qui implique q = p*. 

Dans la demonstration du theoreme IX.9 nous utiliserons le 


Lemme IX.4. - Soient N ^ 2 et f u f 2 , .. ./ N e L N1 ([R N - 1 ). Pour x e U N et 1 ^ i ^ N 
on pose 

Xi = (x x ,x 2 , ... Xi-J.jfi + J, ... x N )eR N - 1 . 

Alors la fonction 

fix) =f,(x l )f 2 (x 2 ) .. ./ N (x N ), x € R N 

appartient a L‘(IR N ) et 

N 

II/IIl'irN) ^ II IL/iIIl n-i (ir n-1 ) • 

1=1 


Demonstration . — Le cas N = 2 est trivial. Considerons le cas N = 3 ; on a 


\f(x)\dx 3 = |/ 3 (Xj, x 2 )| 


l/i (x 2 ,x 3 ) I \f 2 (x u x 3 )\dx 3 


^ l/3(^i. ^ 2 )l( \fi(x 2 >x 3 )\ dx 3 

Jr 


1/2 


l/ 2 (xi,x 3 )| 2 dx : 


1/2 


(par Cauchy-Schwarz). Appliquant a nouveau l’inegalite de Cauchy-Schwarz on a 

|/(x)| dx ^ ||/ 3 |IlW)II/iIIl 2 (R 2 )II/ 2 IIl 2 ( r 2 )- 

Le cas general s’obtient par recurrence; admettons le resultat pour N et demontrons le 
pour (N -I- 1). On fixe x N+1 ; grace a l’inegalite de Holder on a 


|/(x)| dx x dx 2 ... dx N ^ ||/ N 


-iIIl n (R n ) jl/i -/ 2 • • • /nI N dx x ... dx N 


l/N' 


N' = 


N 


N — 1, 

Appliquant l’hypothese de recurrence aux fonctions |/x| N , |/ 2 | N , •.. |/ N | N il vient 


i/ii N * * * i/ n i n • • • ^ x n ^ n iwiil n (r n_i )• 

i = 1 
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D’ou 


I' 


|/(x)| dx l ... dx N ^ II/n + iIIl n (r n ) fl H^'1 Il n (ir n- 


On fait maintenant varier x N + 1 ; chacune des fonctions x N + I »-► ||/j||L N (R N1 ) appartient a 

N 

L N (R), 1 < i < N. Par consequent le produit {”[ ||/,|| l N(|rn-i ) appartient a L*(IR) (voir la 

i= 1 

remarque 2 suivant Finegalite de Holder au chapitre IV) et 


I 


|/(x)| dxj . . . dx N dx N + 1 


N + l 

< n ii/Hl n (r n ) • 

i = 1 


Demonstration duth£oreme IX.9. — Commengons par le cas p = 1 avec u e (1R N ). On a 


r x - du 


p + OO 

du 


T— ( t , X 2 , . 
J-oo 0*1 

■. x N ) dt 

<J 

J — oo 

T— (*, X 2 , . 
uX j 

.. x N ) 


et de meme pour 1 < i ^ N 


|u(x)| < 


Done 


* + 00 

du 


■ • *n) 

J — oo 

— (x 1 ; x 2 , .. 
dx t 

. X,-_ J, t , x i+l5 . 



N 



l«(x)| N 

»=i 


IX.4 

que 




dt = /,&). 


j*|«(x)| N_ 


ii/. = n 


du 


dx { 


i 

N^I 

L ! (R N ) 


Par consequent on a 


(19) 


MI L N/(N—D^N) ^ Y\ 


du 


dx: 


Soit t ^ 1; on applique (19) a \u\* l u au lieu de u. II vient : 


( 20 ) 


iiwii L fN/(N-D ^ f n 


M‘ 


du 

dXi 


< tii“ii L p(i-i) n 

L 1 »=1 


du 


dx: 


tN 

On choisit alors t de telle sorte que —- 

(t ^ 1 car 1 < p < N). N — 1 

On ‘obtient 


= p'(t — 1), ce qui donne t = 


N - 1 
N 


n«iiu>* t n 


du 


dx ( 
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Done 

IMIlp* < CIIViiIIlp VwgC^R"). 

Soit maintenant u e W 1,P (R N ); on sait qu’il existe une suite (u n ) e C* (R N ) telle que u n -► u 
dans W 1,P (Q). On peut aussi supposer (en extrayant si besoin une sous-suite) que u n -► u 
p.p. On a pour tout n, 

ll w JI L />* ^ C|| VmJIlp . 

II resulte du lemme de Fatou^que 

ue L p * et que \\u\y* ^ C||Vu|| L/ >. 

• Corollaire IX.10. - Soit 1 < p < N. Alors 

W X ’ P (R N ) c L«(R n ) V? g [p, />*] 

avec injection continue. 

Demonstration. — Etant donne p ^ q ^ p * on ecrit 
1 a 1 - a 

- = —I-avec 0 < oc < 1. 

q p p * 

On sait (voir remarque IV.2) que 

IMIl« < IMIlHMIl/ IIuIIlp + IImIIlp* 

(d’apres l’inegalite de Young). On conclut grace au theoreme IX.9 que 
IMIl^ CIMIwLp Vm g W 1,p ( 1R n ). 

• Corollaire IX.ll (Le cas limite p = N). — On a 

W^R") C= L*(R N ) Vtf g [N, 4- oo[ 

avec injection continue. 

Demonstration. — Supposons que mgC^R^; appliquant (20) avec p — N on a 
||w|| l ,n/(n-u ^ 11|m|| L (/_i) N /(n-i) ||Vm|| l n Vr ^ 1 
et grace a l’inegalite de Young on obtient 

(21) ||w|| L /N/(N-n ^ C(||m|| L (/-dn/(n-i) + ||Vu|| l n). 


(*) On peut obtenir la meme conclusion en remarquant que la suite (u n ) est de .Cauchy dans L p *. 
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Dans (21) on choisit t = N; il vient 

|M| L N 2 (N-I) < C||u|| w !,N 

et par l’inegalite ^interpolation (remarque IV.2) on a 

(22) INb ^ C||w|| w i,n 
N 2 

pour tout N ^ q ^-• 

N - 1 

Reiterant cet argument avec r = N+l, f = N + 2 etc... on aboutit a 

(23) \\u\\ L q ^ C||h|| w i,n Vu e C c \ V N ^ q < oo 

avec une constante C qui depend de q et N( x ). L’inegalite (23) se prolonge par densite a 
W 1 ^. 


• Theoreme IX. 12 (Morrey). — Soit p > N, alors 

(24) W 1 -'(IR N ) c L X (IR N ) 

avec injection continue. 

De plus , pour tout ue W 1,P ((R N ) on a 

(25) |h(at) - «(v)| < C|x - y\* ||V«|| LP p.p. x, y e IR N 
N 

avec a = 1- et C est une constante ( qui depend seulement de p et N). 

P 

Remarque 12. — L’inegalite (25) implique Fexistence d’une fonction u e C(1R N ) telle que 
u = u p.p. sur (R n . [En effet, soit A <= U N un ensemble negligeable tel que (25) a lieu pour 
x,yeU N \A; comme [R N \A est dense dans U N , m )R n\ A admet un (unique) prolongement 
continu a (R N ]. Autrement dit toute fonction ueW l p , p > N, admet un representant 
continu. Dans la suite nous remplacerons systematiquement u par son representant continu 
quand cela sera utile. 

Demonstration. — On commence par etablir (25) pour u e C c ! (IR N ). Soit Q un cube ouvert, 
contenant 0, dont les cotes — de longueur r — sont paralleles aux axes de coordonnees. 
Pour x g Q on a 

P d 

u(x) — u(0) = — u(tx) d t 

Jo <*t 


et done 




fl N 

du 

N 

"*1 

du 

(26) 

M*) - “(0)1 < 

Z M 

0 i = 1 

r ~(tx) 

CXi 

dr < r Z 

i=l*. 

0 

— (tx) 

CXi 


(*) et qui « explose » quand q - 1- oo. 
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Posons u = 


1“ - “(0)1 ^ 


1 

IQI 

r 

IQI 


u(x) dx (u est la moyenne de u sur Q). Integrant (26) sur Q on obtient 


dx 


if 

i = 1 JO 


du 

—( tx ) 

OX: 


d r 


1 

f 1 

p N 

du 

1 

* 1 

p N 

du 

r N-l 

dr 

0 

I 

Qi=l 

OXi 

dx = r N-l j 

dr 

o 

E 

fQ i = 1 

— (y) 

dxi 


d y 


Or, d’apres l’inegalite de Holder, on a 


m 

du 

/ 

p 

du 

p \ 

JtQ 

y-(y) 

dxi 

dy 1 

Jq 

dx t 

) 


kQl 


l Ip' 


(puisque rQ c= Q pour 0 < t < 
On en deduit que 


1“ - m(0)| < ||Vm|| l p, Q ) r N/ P' 


* 1 t N l p ' r x ~ n Ip 

>0 ~O dt = T^n^ i|Vm|Il,,(Q) - 


Par translation cette inegalite reste vraie pour tout cube Q de cote r dont les cotes sont 
parallels aux axes de coordonnees; d’ou 


(27) |“ - u(x)l < ^ IIVmII^qj Vx e Q. 

Par addition (et inegalite du triangle) on a 

2 r x - N/p 

(28) |m(x) - w(y)l ^ j _ N y IIVu|Il. ( q) Vx, ye Q. 

Pour deux points quelconques x, yde (R N ilexiste un cube Qde cote r = 2|x — y|contenantx 
et y. On en deduit (25) pour u e C c 1 (R N ). Lorsque u e W 1,P (R N ) on utilise une suite ( u n ) de 
C c 1 ([R n ) telle que u n -+ u dans W 1,p ((R N ) et u n -> u p.p. 

Prouvons maintenant (24). Soient ueC*(U N ), x e 1R N et Q un cube de cote r = 1 
contenant x. D’apres (27) on a 

\ u ( x )\ ^ M + C|| Vm|| l /? ( q) ^ C||w|| w i./?(Q) ^ C\\ w|| w i.P(rN) 

ou C depend seulement de p et N. Done 

II m IIl x (ir n ) ^ ^II m IIw 1 ’P(ir n ) ViigC^(IR n ). 

Lorsque u e W 1,P ([R N ) on utilise une suite (u n ) de C^IR 1 ^) telle que u n -> u dans W 1,P ([R N ) et 

p.p. 


Remarque 13. — On deduit de (24) que si u e W 1,P (1R N ) avec N < p < oo, alors 

lim u(x) = 0. 

W-»X 

En effet il existe une suite (u„) dans C c 1 ([R N ) telle que u„ -> u dans W 1,P ([R N ); d’apres (24) u est 
aussi limite uniforme sur U N des u n . 
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• Corollaire IX.13. — Soient m ^ 1 un entier et 1 ^ p < oo. On a 


si 

1 

P 

nt 

-N >0 ’ 

alors 

W m ' p (IR N ) <= L«(IR n ) ou - = - - — , 

? P N 

si 

1 

P 

m 

-N=°’ 

alors 

W m,p (IR N ) c L«(IR n ) 'iq e \p, + oo[. 

si 

1 

P 

m 

-N <0 ’ 

alors 

W m,p (IR N ) c L°°(R n ), 


avec injections continues. 

N 

De plus , si m ->0 n'est pas entier , on pose 

P 

r n 

k = m- 

L p 

On a, pour tout u e W" ,,P (1R N ) 

||D a «|| L x < C||«|| w m,p Va avec |a| < k (*) 
et 

|D a n(.r) - D a u(y)\ < C||w|| w m, P \x - y\ e pp. x, y e U N , Va, |a| = k. 


N~ 

et 0 = m -— k (0 < 0 < 1). 

P 


En particulier W m ’ p (lR N ) c: C k ((R N ) ( 2 ). 

Demonstration. — Tous ces resultats s’obtiennent par application reiteree du 
theoreme IX.9, du corollaireIX.ll et du theoreme IX. 12. 


* Remarque 14. — Le cas p = 1 et m= N est assez particulier : on a W NJ c= L 00 . En effet, 
soit u € C c °°; on a 


u(x u x 2 , ... x N ) = 
et done 


r x 2 r *n 

- J-oo • J- aD dx t dx 2 ... 5x n (t “ '' tN) dfl df2 ''' d ' N 


(29) IImIIloo ^ ||m||wN.i Vii e Q°. 

Si u € W N l on procede par densite. 


Considerons maintenant le : 

B. Cas ouQ c U N . — On suppose que Q est un ouvert de classe C 1 avec T borne, ou bien 

n = r+. 

• Corollaire IX.14. — Soit 1 ^ p ^ oo. On a 


si 

1 < p < N, 

alors 

W 1,p (fl) <= I/*(Q) ou ~ = ~~L 
p* p N 

si 

II 

alors 

W'lQcLia) Vqe[p, + oo[, 

si 

p > N, 

alors 

W lp (fi) <= L 0 , (fi), 


avec injections continues. 


(*) D’ou il resulte que |D“u(x) — D a u(y)| ^ C||u|| w m,p|x — y\ Vx, y e 1R N et Va avec |a| < k. 
( 2 ) Modulo le choix d’un representant continu. 
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De plus , si p > N on a pour tout u e W 1 • P (Q) 

I U(x) - u(v)| < C||«|| w i,p|x - y\* p.p. X, y e fi 

N , - , 

avec a = 1- et C depend seulement de Q, p et N. En particulier W 1,P (Q) c: C(Q)( 1 ). 

P 

Demonstration. — On introduit l’operateur de prolongement 

P : W 1 ’^) -> 

(voir theoreme IX.7); on applique ensuite le theoreme IX.9, le corollaire IX. 11 et le 
theoreme IX. 12. 


• Corollaire IX. 15. — La conclusion du corollaire IX. 13 reste vraie si Von remplace IR N par 

Q( 2 ). 


Demonstration. — Par application reiteree du corollaire IX.14 ( 3 ). 

• Theoreme IX. 16 (Rellich-Kondrachov). — On suppose Q borne de classe C 1 . On a 


si 

P < N, 

alors 

W 'xn) c L’(Q), 

P 

si 

P = N, 

alors 

w‘ "(n) c L’(n>, 

Vq e [1, + oo[. 

si 

P> N, 

alors 

W'- P (fi) <= C(fi), 



avec injections compactes ( 4 ). 

Demonstration. — Le cas p > N resulte du corollaire IX. 14 et du theoreme d’Ascoli. Le cas 
p — N se ramene au cas p < N. 

Supposons done que p < N. On applique le corollaire IV.26 avec & etant la boule unite 
de W 1,P (Q). 

Verification de (IV.23). — Comme 1 ^ q < p* on peut ecrire 
1 a 1 — a 

- = —I-avec 0 < a < 1. 

q 1 p* 

Soient to <= <= Q u e & et \h\ < dist fa), QO). Grace a l’inegalite d’interpolation (remarque 
IV.2) on a 

- «IIl««o) < ll T *“ - M llc , «o)ll T fc« - “llu>%>)- 


(*) Modulo le choix d’un representant continu. 

, , N 

( ) Precisons que si m ->0 n’est pas entier, alors 

P 

W m,p (Q) c C*(Q) ou k = 


m 


N 

P 




et C*(f2) = {ug C*(f2); D“u admet un prolongement continu sur Q pour tout a avec |a| ^ k}. 

( 3 ) On pourrait aussi appliquer directement le corollaire IX. 13, mais ceci necessiterait une 
hypothese supplemental : il faudrait que Q soit de classe C m pour construire un operateur de 
prolongement P : W m ’ p (Q) -> W W>P (1R N ). 

( 4 ) En particulier W 1,p (f2) <= L P (Q) avec injection compacte pour tout p. 
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Or d’apres la proposition IX.3 on a \\x h u - m|| l i ((0) ^ \h\ ||Vu|| L i (Q) . Par consequent 
I|x*m - u\\ L q {a) ^ (\h\ ||Vw|| L i ( n ) ) Qt (2IInII l p* ( o ) ) 1 “ ^ CW 

(appliquer l’inegalite de Holder et le corollaire IX. 14). On conclut que \\x h u — u\\ L q {(0) < s 
pour \h\ assez petit. 

Verification de (IV.24). — Soit d’apres l’inegalite de Holder on a 

ll w lb(fl\a.) < H«llLP*(Q\a»|fi\tO| l P * < ‘ P ' < ^ 

pour co convenablement choisi ( 1 ). 

Remarque 15. — Le theoreme IX. 16 est a « peu pres » optimal au sens suivant : 

(i) Si Q n’est pas borne, l’injection W 1,P (Q) c= L P (Q) n’est pas compacte en general ( 2 ). 

(ii) L’injection W 1,P (Q) c L P *(Q) n’est jamais compacte meme si Q est borne et 
regulier (voir [EX]). 

* Remarque 16. — Soit Q un ouvert borne de classe C 1 . Alors la norme 

IIMII = II Vw|| LP + llulb 

est equivalente a la norme de W 1,p pourvu que 

1 ^ q ^ p* si 1 ^ p < N 

\ ^ q < co si p = N 

1 ^ g < oo si p > N 

(voir [BT]). 

* Remarque 17 (cas limite p= N). — Soient Q un ouvert borne de classe C 1 et 
weW LN (Q). Alors en general u £ L°°(Q). Par exemple si 

Q ={x e [R N ; |x| < 1/2} 

avec 0 < a < 1 — ^ appartient a W , N (Q) (voir [EX]), mais 

elle n’est pas bornee a cause de la singularity en x = 0. Neanmoins on a l’inegalite de 
Trudinger: 

| e |u|N,<N " < oo Vue W'- N (fl) 

(voir Adams [1], et Gilbarg-Trudinger [1]). 


la fonction w(x) = ( log 


’ M 


(*) Par exemple co = {xgQ; dist (x, T) > 5} et 5 > 0 assez petit (appliquer le theoreme de 
convergence monotone ou de convergence dominee). 

( 2 ) Meme pour certains ouverts de mesure finie a frontiere reguliere (voir Adams [1] p. 167). 
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IX.4. L’espace W^(Q) 


Definition. — Soit 1 ^ p < oo; Wo ,p (Q) designe la fermeture de C^Q) dans W 1,P (Q). 
On note 

Hj(n) = Wo ,2 (n)( 1 ). 

L’espaee Wj ,p muni de la norme induite par W lp est un espace de Banach separable; il est 
reflexif si 1 < p < oo. est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de H 1 . 

* Remarque 18. — Comme C c 1 (R N ) est dense dans W 1,P (IR N ), on a 

W£’ P ((R N ) = W 1,P (1R N ). 

Par contre si Q c R N , alors en general Wo ,p (Q) ± W 1,P (Q). Toutefois si R N \Q est 
« suffisamment maigre » et p < N, on a Wq ,p (Q) = W 1,P (Q). Par exemple si Q = R N \{0} et 
N ^ 2 on montre que H^Q) = H^Q) (voir [EX]). 

Remarque 19. — On verifie aisement — a l’aide d’une suite regularisante (p„) — que C®(Q) 
est dense dans Wq’ P (Q). Autrement dit on peut utiliser indifferement C® (Q) au lieu de C* (Q) 
dans la definition de Wo’ p (Q). 


Les fonctions de Wo’ p (Q) sont « en gros » les fonctions de W 1,p (Q) qui « s’annulent sur 
r = dQ ». II est delicat de donner un sens precis a cette assertion puisqu’une fonction 
u e W l p (Q) est seulement definie p.p. (or T est negligeable !) et u n’a pas de representant 
continu ( 2 ). Toutefois les caracterisations suivantes suggerent que Ton a « affaire » a des 
fonctions « nulles sur T ». Commengons par le 

Lemme IX.5. — Soit u e W 1 P (Q), 1 ^ p < oo, avec Supp u compact inclus dans Q, alors 

U G Wo’ P (Q). 

Demonstration. — On fixe un ouvert co tel que Supp u c w c c fi et on choisit a e Q 1 (co) 
tel que a = 1 sur Supp u ; done a u = u. D’autre part (theoreme IX.2) il existe une suite ( u n ) 
dans C c °°([R N ) telle que u n -> u dans L P (Q) et Vu n -► Vu dans L p (co) N . Par consequent 
olu„ -► am dans W 1,P (Q) et clu e Wj ,p (Q). Il en resulte que u e Wj ,p (Q). 

Theoreme IX. 17. — On suppose Q de classe C 1 . Soit 

ue W 1,P (Q) n C(Q) avec 1 ^ p < oo ( 3 ). 

Alors les proprietes suivantes sont equivalentes : 

(i) u = 0 sur T 

(ii) ue Wi’ p (Q). 


( ! ) Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguites on ecrira Wj ,p Hj au lieu de Wj ,p (Q), Hj(D). 

( 2 ) Neanmoins si u e W 1,P (D) on peut donner un sens a u^ r (lorsque D est regulier) et montrer que 
u )r g L P (T); il faut pour cela faire appel a la theorie des traces (voir les commentaires sur ce chapitre). 

( 3 ) Si p > N, alors u g W 1,p (Q) => ue C(Q) (voir corollaire IX. 14). 
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Demonstration. — (i) => (ii). Supposons d’abord Supp u borne. On fixe une fonction 
GgC^IR) telle que 

fO si \t\ ^ 1 

|G(r)|OI it g U et G(t) = \ 

Lt si \t\ ^ 2. 

Alors u n = - G(nu ) appartient a W 1,p (proposition IX.5). On verifie aisement (a l’aide du 
n 

theoreme de convergence dominee) que u n -> u dans W 1,p . D’autre part 

f 1 

Supp u n c= < x g Q; | u(x)| ^ - 
l n 

et done Supp u n est un compact contenu dans Q. D’apres le lemme IX.5, u n g W^’ p et par suite 
ueWj ,p . Dans le cas general ou Supp u n’est pas borne on considere la suite £„u des 
« tronquees » de u, (£„ comme dans la demonstration du theoreme IX.2). D’apres ce qui 
precede n u g Wq ,p et d’autre part -> u dans W 1,p ; d’ou u g Wj ,p . 


(ii) => (i). Par cartes locales on se ramene au probleme suivant. Soit 
u g Wo’ p (Q + ) n C(Q+); montrer que u = 0 sur Q 0 . 

Soit ( u n ) une suite de C c 1 (Q+) telle que u n -> u dans W 1,P (Q + ). 

On a, pour (x\ x N ) e Q + 


\K(x\ x n )| 



0 

dx N 


dr 


et done pour 0 < 8 < 1 


1 

8 



|w„(x\ x N )|dx' dx N ^ 



dx N 


(*\ 0 


dx' dr. 


A la limite quand n -► oo (e > 0 fixe) on obtient 


\u(x', x N )|dx'dx N | 

£ \x ’\< 1 Jo J|x'|<l Jo 


du 


Sx N 


dx' dr. 


Enfin quand 8 —► 0 il vient 


du 


I 

•Vi<i 


|m(x', 0)|dx' = 0 


(puisque mgC(Q+) et - gL^Q+J). Done u — 0 sur Q 0 . 

dx N 


Remarque 20. — Dans la demonstration de (i) => (ii) on n’a pas utilise la regularite de Q. 
Par contre la reciproque (ii) => (i) exige une hypothese de regularite sur Q (considerer par 
exemple Q = R N \{0} avec N ^ 2 et p ^ N; voir [EX]). 

Voici une autre caracterisation de Wq , p : 

Proposition IX.18. — On suppose Q de classe C 1 . Soit u g L p (Q) avec 1 < p < oo. 

Les proprietes suivantes sont equivalentes 

(i) «GWj’ p (fi). 
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(ii) II existe une constante C telle que 


r dcp 
Jn dx t 


^ C||q>|| u> Vcp g C*(U N )i Vi = 1, 2, ... N. 


(iii) La fonction u(x) = 


u(x) x e Q 
0 x g R N \Q 


appartient a W 1,P ,(1R N ) et dans ce cas 


du du 

dx ( dx ( 


Demonstration. — (i) => (ii). Soit (u n ) une suite de C^Q) telle que u n -> u dans W 1,p . Pour 
<p g C,!([R N ) on a 


1“"^ = IS 9 ^ " V “»"lp"<PIIlp’- 


A la limite, on obtient (ii). 

(ii) => (iii). Soit cp g C!(IR n ); on a 

C - dip f dip 

= M ^ ^ C||(p|| L p'(Q) ^ C|MIl/(r n ). 

Jr n cx i Jn CJx i 

Done u g W 1,p ([R N ) (d’apres la proposition IX.3). 

(iii) => (i). On peut toujours supposer que Q est borne (sinon on considere les tronquees 
u de u). Par cartes locales et partition de l’unite on se ramene au probleme suivant: Soit 

u g L P (Q + ); on suppose que la fonction 


u(x) = 


w(x) X G Q, x N > 0 

0 x g Q, x N < 0 


appartient a W 1,p (Q); montrer que 

aw g Wq , p (Q + ) Va g C* (Q). 

Soit (p„) une suite regularisante telle que 


Supp p„ c jx g U N ; — < x N < -j; 
on peut choisir par exemple 

p„(x) = n N p(nx) et Supp p <= |x g 1R n ; ^ < x N < 11. 

Alorsp n * (aw) -► aw dans W 1,p ([R N )(noter que aw prolonge par Oen dehors deQ appartient 
a W 1,p (R N )). D’autre part 

Supp (p„ * aw) c= Supp p„ + Supp (aw) <= Q + 

pour n assez grand. Par suite 

p„ * (aw) g C^Q*) et done aw g Wj’ p (Q + ). 


Remarque 21. — La demonstration du corollaire IX. 14 fait appel a un operateur de 
prolongement et de ce fait on a du supposer Q regulier. Si l’on remplace W 1,P (Q) par 
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Wj ,p (Q) on dispose du prolongement canonique par 0 en dehors de Q, qui est valable pour 
un ouvert quelconque (noter que, dans la demonstration de la proposition IX. 18, 
Timplication (i) => (iii) n’utilise aucune hypothese de regularity sur Q). II en resulte en 
particulier que le corollaire IX. 14 est vrai pour Wj ,p (Q) avec Q ouvert quelconque; le 
theoreme IX. 16 est vrai pour WJ ,P (Q) avec Q ouvert borne quelconque. On deduit aussi du 
theoreme IX.9 que si Q est un ouvert quelconque et 1 ^ p < N alors 

(30) IM| l />* ^ C(p, N) || Vu\\ LP Vu g Wq ,p (Q). 


• Corollaire IX.19 (Inegalite de Poincare). — On suppose que Q est un ouvert borne. Alors il 
existe une constante C (dependant de Q et p) telle que 

IMIlp < CIIVitIIlp Vi/ g W* P (Q) (1 ^ p < oo). 

En particulier Vexpression \\Vu\\ L p est une norme sur Wo’ p (0) qui est equivalente a la norme 
Hj(fi) Vexpression Vu S7v est un produit scalaire qui induit la norme ||Vi/|| l 2 

Jo 

equivalente a la norme ||i/|| h i. 


Remarque 22. — L’inegalite de Poincare reste valable si Q est de mesure finie, ou bien si Q est 
borne dans une seule direction (voir [EX]). 

Remarque 23. — Pour m entier ^ 1 et 1 ^ p < oo on definit Wo’ p (£2) comme etant la 
fermeture de CJ"(Q) dans W m,p (fi). « En gros » une fonction u appartient a Wq ,p (Q) si 
u g W m p (Q) et si = 0 sur T pour tout multi-indice a tel que |a| ^ m — 1. II convient de 
bien distinguer WJ ,P et (W m,p n Wq’ p ) pour m ^ 2. 


L’espace dual de Wq p 


Notation. — On designe par W 1,P (Q) l’espace dual de Wo p (Q), 1 ^ p < oo et par H *(0) 
le dual de Hj(Q). 

On identifie L 2 (Q) et son dual, mais on n’identifie pas Hi(Q) et son dual. On a le schema 
H l 0 (Q) c= L 2 (Q) <= H'^Q) 

avec injections continues et denses. 

Si Q est borne on a 

2N 

WJ’ P (Q) c L 2 (Q) c= W - l 'P'(Q) si ^ p < oo 

avec injections continues et denses. 

Si Q n’est pas borne on a 

2N 
si 


WJ’ P (Q) c L 2 (Q) c W 


N + 2 


^ p ^ 2. 
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On peut caracteriser les elements de W lp ' par la 

Proposition IX.20. — Soit F g W _1,P (Q), alors il existe f 0 , f x , . . ./ n g L p (O) telles que 

< F ’ "> = i /o ” + ?i \ fi It V ve ' w o p 

et 

Max II/IUlp' = ||F||. 

0^/^N 

Si O esf borne , on peut prendre f 0 = 0. 

Demonstration. — Adapter la demonstration de la proposition VIII. 13. 


IX.5. Formulation variationnelle 

de quelques problemes aux limites elliptiques 


Nous allons maintenant aborder la resolution de quelques equations aux derivees 
partielles C 1 ) elliptiques du second ordre. 


Exemple 1 (Probleme de Dirichlet homogene). Soit Q c= 1R N un ouvert borne; on cherche une 
fonction u : Cl -> M verifiant 


(31) 

ou 


— A u + u = f sur Q 

u = 0 sur T = dQ 


d 2 u 

Am = > —- = Laplacien de m, 

i = 1 3 X i 


et / est une fonction donnee sur Q. La condition aux limites u = 0 sur T s’appelle la 
condition de Dirichlet (homogene). 


Definitions. — Une solution classique de (31) est une fonction u e C 2 (Q) verifiant (31). Une 
solution faible de (31) est une fonction u e Hj(fi) verifiant 


(32) 


Vm Vv + 


{ uv = j 


fv Vi; g HJ(Q). 


Mettons en oeuvre le programme decrit au Chapitre VIII. 


Etape A. Toute solution classique est une solution faible. — En effet ueH l (Q) n C(Q) et 
done u g Ho(Q) grace au theoreme IX. 17 (voir aussi remarque 20). D’autre part si v g C^O) 


( x ) En abreviation EDP(= PDE en anglais). 
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on a 


Jfi 


Wu Vv + 



et par densite cette egalite reste vraie pour v e Hj(Q). 


Etape B. Existence et unicite de la solution faible. 

• Theoreme IX.21 (Dirichlet, Riemann, Hilbert). — Pour tout f e L 2 (Q) i7 existe u e Hj(Q) 
unique solution faible de (31). De plus u s obtient par 


fl f 

r ) 

Min <- (|Vr| 2 + v 2 ) — 

/-}• 

v e Hq(O) [2 

o J 


C’est le principe de Dirichlet. 


Demonstration. — Appliquer le theoreme de Lax-Milgram (ou simplement le theoreme de 
representation de Riesz-Frechet) dans l’espace de Hilbert H = Hj(Q) avec la forme 
bilineaire 

a(u , v) = (S/u.Vv + uv) 

J n 


et la forme bilineaire cp : v i—> 



£tape C. Regularite de la solution faible. — Cette question est delicate; nous Faborderons 
au § IX.6. 


Etape D. Retour a une solution classique. - Admettons que la solution faible u e Hq(D) de 
(31) appartienne a C 2 (Q) et supposons Q de classe C 1 . Alors u — 0 sur V (d’apres le 
theoreme IX. 17). D’autre part on a 

(- Au + u)v = I fa VveC l c ( Q) 

Jq Jo 

et done — Au + u = / p.p. sur Q puisque C^O) est dense dans L 2 (Q). En fait, on a 
— Am + u = / partout sur Q car ueC 2 (Q); done u est une solution classique. 


Decrivons maintenant quelques autres exemples. Insistons sur le fait qu’il est 

absolument fondamental de bien preciser l’espace fonctionnel dans lequel on cherche la 
solution faible. 

Exemple 2 (Probleme de Dirichlet non homogene). Soit Q c [R N un ouvert borne. On 
cherche une fonction u : Q -► U verifiant 

— A u + u = f sur Q 
u = g sur T 


( 33 ) 
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ou / est donnee sur Q et g est donnee sur T. 

On suppose qu’il existe une fonction g s H*(Q) n C(Q) telle que g = g sur T (*) et on 
introduit l’ensemble 

K = {veH l (Q); v-gs HJ(Q)}. 

II resulte du theoreme IX. 17 que K est independant du choix de g (et depend seulement de 
g)\ K est un convexe ferine non vide de H^Q). 


Definitions. Une solution classique de (33) est une fonction u s C 2 (Q) verifiant (33). Une 
solution faible de (33) est une fonction us K verifiant : 


(34) 


(Vti.V v + uv) = 

Jq 



Vv s Hj(fi). 


II est clair que toute solution classique est solution faible. 


• Proposition IX.22. — Pour tout f e L 2 (Q) i7 existe us K unique solution faible de (33). 
De plus u s’obtient par 


Min 

veK 


(|Vv| 2 + 


* 2 ) ~ [ /v} 
Jq j 


Demonstration. - Notons tout d’abord que u e K est solution faible de (33) si et 
seulement si on a 


(35) 


f c c 

Vn(Vf - Vn) 4- u(v - u) > f(v - u) Vvs K. 
Jq Jq Jq 


En effet, si u est solution faible de (33) il est clair que 


Wu(Vv — Vn) + 


u(v - u) = f(v - 
q Jq 


u) Vr s K. 


Inversement si n e K verifie (35) on choisit v = u ± w dans (35), avec w s Hj(Q) et on 
obtient (34). On applique alors le theoreme de Stampacchia (theoreme V.6) dans 
H = H^Q). L’etude de la regularity et le retour a une solution classique s’effectuent 
comme a l’exemple 1. 

Exemple 3 (Equation elliptique du 2 e ordre). Soit Q c: [R N un ouvert borne. On se donne des 
fonctions n tJ (x) s C^Q), 1 ^ i, j ^ N verifiant la condition d’ellipticite : 

N 

(36) £ a u (x)^j > ot|^| 2 Vx s Q, VE, e [R N , avec a > 0. 

j= i 


On se donne aussi une fonction a 0 (x) G C(Q). On cherche une fonction u : Cl U verifiant 
(37) 


r * d ( du\ 

1 - L ~r~ a ij — ) + a 0 u=f sur Q 
I j= i dxj \ dxj 


u — 0 sur T 


(*) Cette hypothese est par exemple verifiee si Q est de classe C 1 et si g eC 1 ^). Si Q est assez 
regulier il n’est pas necessaire de supposer g e C(H). Appliquant la theorie des traces (voir les 
commentaires sur ce chapitre), il suffit de savoir que geH*(D)i.e. gsYO^if). 
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Une solution classique de (37) est une fonction u s C 2 (Q) verifiant (37). Une solution faible 
de (37) est une fonction u e Hj(D) verifiant 


(38) 


du dv f 

I a ° u 

i, j= 1 vx i cx j Jq 



VveHKQ). 


II est clair que toute solution classique est solution faible. D’autre part si a 0 (x) ^ 0 sur Q 
alors pour tout fsL 2 il existe us Hq unique solution faible; en effet on applique le 
theoreme de Lax-Milgram dans l’espace H = avec la forme bilineaire continue 


a(u , v) 


1 
Jq i,j 


du dv 

Cl a -■+■ 

1 dX: dX: 


a 0 uv. 

Jq 


On notera que la coercivite de a ( , ) resulte de l’hypothese d’ellipticite et de l’inegalite de 
Poincare. Si de plus la matrice (a fj ) est symetrique, alors la forme a{ , ) est symetrique et u 
s’obtient par 


Min 



dv dv 
' dx t dxj 


+ a a v 



Considerons maintenant le probleme plus general : trouver une fonction u : Q -> U 
verifiant 


(39) 



v- du 

+ L a iT~ + a ° u =f 

i dx ( 

u = 0 


sur 

sur 


Q 

r 


ou les a t (x) sont des fonctions donnees dans C(Q). Une solution faible de (39) est une 
fonction u s H^(Q) telle que 


(40) 


' du dv 


_ du r 

L a i^~ v + a o uv = 
\ i u X i Jq 


fv Vi>eHj(Q). 


II convient alors d’introduire dans Hj(Q) la forme bilineaire continue 
(41) a{u,v 


f V. 

du dv 

du 

y a t 

i T-“i" 

> Cl: - V + 

1 L-J 

Jq ij 

dx t dxj 

nT ‘ex, J 


En general cette forme n’est pas symetrique ( ! ); dans certains cas elle est coercive : on 
prouve alors l’existence et l’unicite d’une solution faible via le theoreme de Lax-Milgram. 
Dans tous les cas on a le 


Theoreme IX.23. — Si f = 0, alors Vensemble des solutions u s Ho(Q) de (40) est un espace 
vectoriel de dimension finie, notee d. De plus , il existe un sous-espace vectoriel Fc L 2 (Q) de 
dimension d tel que 

[(40) possede une solution ] <^> [ fv = 0 Vv e F] ( 2 ). 

Jo 


( ! ) En dimension N on ne connait pas d’artifice permettant, comme en dimension 1, de se 
ramener au cas symetrique. 

( 2 ) Autrement dit [(40) possede une solution] <=> [/ verifie d conditions d’orthogonalite]. 
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Remarque IX.24. — Supposons que l’equation homogene associee a (40), c’est-a-dire avec 
/ = 0, admette u = 0 comme unique solution. Alors pour tout /s L 2 , il existe us Hj 
unique solution de (40) (*). En particulier si a 0 ^ 0 sur Q on demontre — par une methode 
du type « principe du maximum » — que (f = 0) => (u = 0). On en deduit done, sous la 
seule hypothese a 0 ^ 0 sur Q, que pour tout f s L 2 il existe us unique solution de (40); 
voir Gilbarg-Trudinger [1] et [EX]. 


Demonstration. 


On fixe X > 0 assez grand pour que la forme bilineaire 


a(u , r) + X 


uv soit coercive sur Hj. Pour tout f s L 2 il existe alors us unique tel que 


a(u , cp) + X, 


u cp 


Jo 



Vcp s Hq. 


On note u = T/; de sorte que T : L 2 -+ L 2 est un operateur lineaire compact (comme Q est 
borne, l’injection H^(Q) c= L 2 (Q) est compacte; voir le theoreme IX.16 et la remarque 21). 
L’equation (40) equivaut a 


(42) u = T(/ + Xu). 

On introduit v = / + Xu comme nouvelle inconnue et (42) devient 


(43) v — XTv = f. 

On applique alors FAlternative de Fredholm. 

Exemple 4 (Probleme de Neumann homogene). — Soit Q c [R N un ouvert borne de 
classe C 1 . On cherche une fonction u: Cl -> U verifiant 


(44) 


— Am + u 
du 
dn 


= / 
= 0 


sur 

sur 


Cl 

r 


du 

ou / est donnee sur Q; — designe la derivee normale exterieure de u , c’est-a-dire 
. dn 

du 

— = Vw. n ou n est le vecteur unitaire de la normale exterieure a T. condition aux 
8n du 

limites — = 0 sur V s’appelle la condition de Neumann (homogene). 
dn 


Definitions. — Une solution classique de (44) est une fonction u s C 2 (Q) verifiant (44). Une 
solution faible de (44) est une fonction usH l (Cl) verifiant 


(45) 


Vu Vv + 


f f 

uv = 

Jn Jc 


fv VveH 1 (Cl). 


Etape A. Toute solution classique est solution faible. — Rappelons tout d’abord que grace a 
la formule de Green on a 


(46) 


* r /» 

(A u)v = —vd a- VuVr VweC 2 (Q), VvsC l (Cl), 

o Jr^ n Jq 


(‘) Noter le lien etroit qui lie l’existence et l’unicite des solutions d’une equation elliptique. Ce lien 
remarquable est une consequence de rAlternative de Fredholm (theoreme VE6). 


H. Brezis. — Analyse Fonctionnelle 


7 
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ou da est la mesure superficielle sur T. Si u est solution classique de (44), alors us H^Q) et 
Ton a 


S7u Vv + 


uv=\ fv 
Jq Jq 


On en deduit par densite (corollaire IX.8) que 


Vu Vi? + 


uv 


= \ fv 


Etape B. Existence et unicite de la solution faible. 


ViieC'p. 


Vt? s H*(Q). 


• Proposition IX.24. — Pour tout f s L 2 (Q), i7 existe u s H 1 (Q) unique solution faible de (44). 
De plus , u s'obtient par 


Min 

veH 1 


J Q 


(|VH 2 + v 2 ) - 



Demonstration. — Appliquer le theoreme de Lax-Milgram dans H = H ! (Q). 


Etape C. Regularity de la solution faible; voir § IX.6. 


Etape D. Retour a une solution classique. — Si u s C 2 (0) est une solution faible de (44), on a 
grace a (46) 


(47) 


Jq 


(- An + u)v + 


f du 
— v da 
r dn 


fv Vt? g C ! (Q). 
Jn 


Dans (47) on choisit d’abord v s C«! (Q); il vient 

— Au + u = f sur Q. 


On revient ensuite a (47) avec t?eC 1 (Q); on obtient 


— v da = 0 VtgC^Q), 
Jr dn 

du 

et par consequent — = 0 sur T. 
dn 


Exemple 5 (Domaines non bornes). — Dans le cas ou Q est un ouvert non borne de IR N on 
impose — en plus des conditions aux limites usuelles sur T = dQ — une condition aux 
limites a I’infini, par exemple ti(x) — 0. Celle-ci se « traduit » au niveau de la solu¬ 

tion faible ( ! ) par la condition mgH 1 . L’existence et l’unicite de la solution faible sont faciles 
a demontrer. 

Exemples : a) Q = [R N ; pour tout / s L 2 (R N ) l’equation 

- Am + u = f sur [R N 


( A ) Bien entendu, il faut d’abord prouver que si u est une solution classique telle que u(x) -»• 0 
quand |x| -»• oo, alors necessairement ueH 1 ; voir un exemple dans [EX]. 
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admet une unique solution faible au sens suivant : 


ueH 1 


') et 


Vu Vv + 


f 

Jr n 


fv VugH 1 (IR N ). 




b) Q = R+; pour tout/ gL 2 ([R + ) le probleme 

Au + u =f sur [R + 


u(x', 0) = 0 x' e (R N 1 
admet une unique solution faible au sens suivant: 


/» /% /% 

wGHi(Q) et Vw Vu + uv = fv VugHJ(Q). 

Jo Jo Jn 


c) Q = R+; pour tout /g L 2 (1R + ) le probleme 

S — Au + u=f sur 
du 


dx r 


(x\ 0)=0 x'gI 


admet une unique solution faible au sens suivant : 


mgH^Q) et Vu Vu + uu = 
Jn Jn 


fv Vv G H 1 (Q). 


IX.6. Regularite des solutions faibles 


Definition. — On dit qu’un ouvert Q est de classe C m , m entier ^ 1, si pour tout x g T il 
existe un voisinage U de x dans [R N et une application H : Q U bijective telle que 

H g C m (Q), H _ 1 g C m (U), H(Q + ) = U n Q, H(Q 0 ) = Unf 

On dit que Q est de classe C 00 si Q est de classe C m pour tout m. 

Les principaux resultats de regularite sont les suivants : 


• Theoreme IX.25 (Regularite pour le probleme de Dirichlet). — Soit Q un ouvert de classe 
C 2 avec T borne [ou bien Q = IR+]. Soit /gL 2 (Q) et soit « g Hj(Q) verifiant 


(48) 


Jn 


Vu Vcp + 



Vcp € Hj(Q). 


Alors «gH 2 (Q) et ||xr || H 2 ^ C ||/|| L 2 ou C est une constante qui depend seulement de£l. 
De plus , si Q est de classe C m + 2 et s//GH m (Q), alors 


u g H m + 2 (Q) arec |W| H -. + 2 ^ C\\f\\ H »>; 


en particulier si m > — * alors u G C 2 (O). 

Enfin si Q est de classe C 00 et si /GC°°(n), alors i/gC°°(Q). 



182 


ESPACES DE SOBOLEV 


Theoreme IX.26 (Regularity pour le probleme de Neumann). — Avec les memes hypotheses 
qu au theoreme IX.25 on obtient les memes conclusions pour la solution du probleme de 
Neumann , c’est-a-dire pour weH^Q) tel que 


(49) 


1 


Vw Vcp + 



VcpeH^Q). 


Remarque 25. — On obtient les memes conclusions pour la solution du probleme de 
Dirichlet (ou du probleme de Neumann) associe a un operateur elliptique du 2 e ordre 
general c’est-a-dire, si u e Hj(Q) verifie 

C du dq> C 

Za l7 — Up VcpeH'(Q) 

J ,j dXf dxj J 

alors 

fe L 2 (Q) et ^• j eC 1 (Q)( 1 ) => ueH 2 (Q), 

et pour m ^ 1, 

/g H m (Q) et a ij eC m + 1 (0)( 1 ) => ueH m+2 (Q). 

Nous demontrerons seulement le theoreme IX.25; la demonstration du theoreme IX.26 est 
tout a fait analogue (voir [EX]). L’idee directrice de la demonstration est la suivante. On 
etablit d’abord le theoreme IX.25 pour Q = 1R N et ensuite pour Q = IR + . Dans le cas d’un 
ouvert Q general on procede en deux etapes : 

1) Regularity a l’interieur, c’est-a-dire dans tout ouvert co c: c Q (on s’inspire du cas 
Q = IR N ). 

2) Regularity au voisinage du bord (on s’inspire — apres cartes locales — du cas Q = IR+). 


Nous recommandons au lecteur de bien assimiler les cas Q = U N et Q = R+ avant 
d’aborder le cas general. 

Le plan de ce paragraphe est le suivant: 

A. Cas Q = 1R N 

B. Cas Q = R + 

C. Cas general: 

Cj. Estimations a l’interieur. 

C 2 . Estimations au voisinage du bord. 

L’ingredient essentiel de la demonstration est la methode des translations ( 2 ) due a 
L. Nirenberg. 

A. Cas Q = IR N . 

Notation. — Etant donne h g [R N , h ^ 0 on pose 


D h U = U ~ M )’ 

\h\ 


c’est-a-dire (D ft w)(x) = 


u(x + h) — u(x) 

w ' 


(*) Lorsque Q n’est pas borne, il faut aussi supposer que 

D%j g L°°(Q) Va, |a| ^ 1 (resp. |a| ^ m + 1). 

( 2 ) Appelee aussi technique des quotients difftrentiels. 
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Dans (48) on prend (p = D_ h (D h u), cequi est possible puisque cp g H^fR^carM g H^IR 1 ^)); 
il vient 


|VD,n| 2 + 


|D*t,| 2 




/ D-fc(D fc u), 


et done 

(50) IID^IIh, < ||/|| L 2||D_*(D*u)|| L 2. 

D’autre part on a 

(51) IID^Hl 2 ^) < IIVHIlV) VugH 1 . 

En effet rappelons (proposition IX.3) que 

II d -/. 1, IIl 2 (o ) ) < II V(, IIl 2 (r n ) Vo) (=c IR n , V/i; 


d’ou (51). 

Combinant (50) et (51) on obtient 

I|D* U || 2 hI < II/IIl 2 IID^u|| H i 

et done 


(52) 

En particulier 




du 

Dh ^j 


<ii/Hl 2 y/ = i,2 ,...n 


et done ^-e H 1 (grace a la proposition IX.3); d’ou u e H 2 . 

dxj 

Prouvons maintenant que /g H 1 => ue H 3 . On designe par Du l’une quelconque des 
du 

derivees -— ’1 ^ j ^ N. On sait deja que Du g H 1 ; il s’agit de montrer que DugH . Pour 

CXj 

cela il suffit de verifier que 


(53) 


j*V(Dw)Vcp 4- J(Dw)cp = 


(D/)cp V(p g H 1 


(on applique ensuite l’etape precedente qui donne DmgH 2 ; d’ou w g H 3 ). Soit done 
(p g 0°([R n ). Dans (48) on peut remplacer cp par Dcp; il vient 


Vu V(Dcp) + 


J nDcp = /Dcp 


et done 


j* V(Dm) V<p + j” (Dw)<p = J* (D/)<p. 


Ceci implique (53) puisque C c °°(lR N ) est dense dans H^IR 1 ^) (corollaire IX.8). 

Pour demontrer que /g H m => u g H m + 2 il suffit de raisonner par recurrence sur m et 
d’appliquer (53). 
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B. Cas Q = 


On utilise encore des translations mais seulement dans les directions tangentielles, 
c’est-a-dire on choisit h e (R N_1 x {0} : on dit que h est parallele au bord et on notera h//F. 
II est essentiel d’observer que 

u e Hq(O) => x h u g Hj(Q) si h//T; 

autrement dit Hj(Q) est invariant par translations tangentielles. On choisit h//T et on 
prend (p = D_ h (D h u) dans (48); il vient 


|V(D^)| 2 + \D h u\ 2 = \f D_ h (D h u) 


l|D»a|| H i < ||/|| l 2||D_*(D»u)|| l 2 


On utilise maintenant le : 
Lemme IX.6. — On a 


IID.HIl^) < IIVHUa, VreH‘(Q), V*//r. 

Demonstration. — Commencer par supposer v e C*(1R N ) et suivre la demonstration de la 
proposition IX.3 (noter que si h//r alors Q + th = Q pour 0 < t < 1); raisonner par 
densite lorsque v e H 1 (Q). 


Combinant (54) et le lemme IX.6 on obtient 
(55) I|D*w|| h i < I|/|| L 2 V/i//r. 

Soient 1 ^ j ^ N, 1 ^ k ^ N — 1, h = \h\e k et cp € C°°(Q). On a 


/ du \ f (dip 

‘W’’' T 


et grace a (55) 


Passant la limite quand \h\ -> 0 il vient 


' tej d*k\ 


<II/IIl2|MI L 2 VI VI 1. 


Montrons enfin que Ton a 


<C|W| L 2|MI L 2 Vcp g C®(Q). 


Pour cela, on revient a 1’equation (48); elle implique l’inegalite 

r P\2 N-l /• I A 

u-A < I “a? + < c II/Hl2|MI L 2 

J ■ a 'N , — i J * I J 
grace a (56). Combinant (56) et (57) on aboutit a 


A 


C||/|| L 2||(P|| L 2 Vq> G c-(0). VI k ^ n. 
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Par consequent u e H 2 (Q) (noter qu’il existe f jk e L 2 (Q) tels que 

grace au theoreme de Hahn-Banach et grace au theoreme de representation de Riesz- 
Frechet). 

Montrons enfin que/e H m (Q) => u e H m + 2 (Q). On designe par Du Tune quelconque 
du 

des derivees tangentielles Dw = — 1 ^ ^ N — 1; on etablit le lemme suivant et on 

dxj 

conclut ensuite par recurrence sur m ( 1 ). 


Lemme IX.7. — Soit u e H 2 (Q) n Ho(Q) verifiant (48). Alors Du e Ho(Q) et 


(58) 


V(Dw)V<p 4- 


(Dw)cp = 




(D/)cp 


Vcp e Hi(Q). 


Demonstration. — Le seul point delicat consiste a prouver que Du e Ho(Q) [en effet on 
choisit cp e C/(Q) et on remplace (p par Dtp dans (48); on en deduit (58) par densite]. Soit 
h = \h\ej , 1 <7 ^ N — 1; alors D h ue Hq(Q) (puisque Hq est invariant par translations 
tangentielles). D’apres le lemme IX .6 on a 


l|D fc ti|| H i < IMIh 2 - 


Done il existe une suite h n -+ 0 telle que D h u —^ g faiblement dans Hj (puisque Hq est 
un espace de Hilbert). A fortiori D h u g faiblement dans L 2 . Pour cp e C*(Q) on a 


* 


(D h u)(p = 




et a la limite quand h n 0 on obtient 


Par consequent 


du 

dxji 



Vcp g C c °°(Q). 


ge Hi(Q). 


C. Cas general. 

Demontrons que fe L 2 (Q) => u e H 2 (Q) ( 2 ). Pour simplifier, on suppose Q borne; on 

k 

utilise une partition de l’unite et on ecrit u = £ 0 ,w comme dans la demonstration du 
theoreme IX.7. i = 0 

Cj. Estimations a l’interieur. 

II s’agit de prouver que 0 o u e H 2 (Q); comme 0 O(Q e C c °°(Q), la fonction 0 o w prolongee 
par 0 en dehors de Q appartient a H*(IR N ) (voir remarque 4b). On verifie aisement que 0 o w 
est solution faible sur R N de l’equation 

- A(0 o w) + 0 O ^ = 0 O /- 2 V0 o .Vw - (A0 o )w = g 


(*) Pour estimer les derivees normales, il faut encore une fois revenir a l’equation (48). 

( 2 ) Pour demontrer que/e H m (fi)=>ue H m + 2 (Q) on raisonne par recurrence sur m comme dans 
les cas A et B. 
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avec g e L 2 (IR N ). On deduit du cas A que 0 o w g H 2 (IR N ) avec 

I | 0 o m || h 2 ^ C (||/|| L 2 + IIuIIhi ) ^ C ||/|| L 2 
puisque ||w|| H i ^ \\f \\ L 2 (grace a (48)). 


C 2 . Estimations au voisinage du bord. 

II s’agit de prouver que 0 f w g H 2 (Q) pour 1 ^ i ^ k. Rappelons que 0, g C c °°(U f ) et que 
Ton a une bijection H : Q -► U, telle que 

H gC 2 (Q), J = H~ 1 g C 2 (U f ), H(Q + ) = Q n U, , H(Q 0 ) = T n U, . 

On ecrit x = H(y) et y = H _1 (x) = J(x). 

On verifie aisement que v = g Hj(Q n U,) et que v est solution faible sur Q n U, 
de l’equation 


- Av = QJ- 0 t w - 2(V0,)(Vu) - (A0 f )u = g 
avec g e L 2 (Q n U,) et ||#||| L 2 ^ C||/|| L 2 ; plus precisement on a 


(59) 


Jn nU, 


Vv Vcp dx = 


gcp dx Vcp g Ho(Q n U,). 


finU, 


On transporte r, QnU sur Q + ; on pose 


c’est-a-dire 


w(^) = v(H(y)) pour yeQ + 

w(Jx) = t?(x) pour x e Q nU r 


Le lemme suivant — qui est fondamental — montre que l’equation (59) se transporte sur 
Q+ en une equation elliptique du 2 e ordre( 1 ). 


Lemme IX.8. — Avec les notations ci-dessus, on a w€Hj(Q + ) et 

dw di|/ 


(60) 


N 

I 

k,l= 1 


dy k dy , 


' dy =[ 
l J Q 


gty&y VteHj(Q + ), 


ou g = (g° H)|Jac H| g L 2 (Q+) et les fonctions a kl eC l (Q + ) verifient la condition 
d'ellipticite (36). 


Demonstration. — Soit \|/gHJ(Q + ); on pose cp(x) = v(/(Jx) pour xgQ n U,. Alors 
cp g Hj(Q n U f ) et 

dv dw dJ k dcp d\\f <3J, 
dxj k dy k dxj dx } , dy t d Xj 


Done 


j 

Jq n U, 


Vv Vcp dx = 


dJ k dJ t dw d\\f 

>-dx 

fi n u, j , k,l ^ x j d x j dyk dy t 


Jq + j , k,i d*j dXj 


— HL — — |,ac H| dy 
' ~ Sy k Sy, 


(*) Plus generalement e’est la condition d’ellipticite qui reste stable par changement de variables. 
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d’apres les formules usuelles de changement de variables dans les integrates. Par 
consequent il vient 


(61) 


j 

JQ n U, 


Vu Vcp = 



dw d\lf 

-d y 

8y k 8y, 


avec 


a u 


dhdh 

j dxj dxj 


|Jac H|. 


Notons que a fc/ eC 1 (Q + ) et que la condition d’ellipticite est satisfaite puisque pour tout 
e 1R N on a 


X a k fsAi ~ Uac H| Yj 

k,l j 



tk 


\2 


> ot |^| 2 


avec a > 0 car les matrices jacobiennes Jac H et Jac J ne sont pas singulieres. 
D’autre part on a 


(62) 



09 dx = 



(g o H)\|/|Jac H| dy. 


Combinant (59), (61) et (62) on obtient (60), ce qui acheve la demonstration du 
Lemme IX. 8 . 


Montrons maintenant que weH 2 (Q + ) et que ||w || H 2 ^ C|| 0|| L 2 (*); ceci impliquera, 
par retour a Q n U f , que 0^ appartient a H 2 (Q n U f ) et done en fait a H 2 (Q) avec 
IIMIh 2 < C||/|| L 2 . 

Comme dans le cas B(Q = IR+) on utilise des translations tangentielles; dans (60) on choisit 
4/ = D_ ft (D ft w) avec h//Q 0 et \h\ assez petit pour que v|/ e Hq(Q + ) ( 2 ). On obtient alors 


(63) 

Or 


I 


k,i Jq + 


DJ a. 



~~ (Dj,w) = 9 D -»(D*w). 

oy, J Qt 


(64) 


5d.*(D*w) < ||5|| L 2||D_,(D*w)|| L 2 ||5ll L 2||VD»w|| L 2 


(lemme IX. 6 ). 

D’autre part, on ecrit 


. dw . 

D„( a kl — )(y) = a kl (y + h) — 


Sy k 


dy k 


dw 

DfcW(y) + (D„a kl (y)) — (y), 

Sy k 


et par consequent on a 


(65) 


I 


k,l JQ + 



~~ (D,,w) > aHVD.wll 2 ^ - C||w||„i||VD,w|| L 2 . 
8y, 


(*) Dans la suite on designe par C diverses constantes qui dependent seulement des a kl . 
( 2 ) Rappelons que Supp w cz {(x', x N ); |x'| < 1 — 8 et 0 < x N < 1 — 8} avec 8 > 0. 
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Combinant (64) et (65) on obtient 

(66) l|VD„w|| L 2 ^ C( ||W|| H . 4- ||5|| L 2) ^ C||5|| L 2 

(noter que grace a (60) et l’inegalite de Poincare on a ||w|| H i ^ C||gf|| L 2 ). 
On deduit de (66) — comme au cas B — que 


(67) 


f dw_d^_ 

Jq Sy k dy, 


< C||flH| L 2||*|| L 2 


Vv|/eC‘(Q + ) 


V(fc, /) * (N, N). 


Pour conclure que weH 2 (Q + ) (et ||w || H 2 < C||g|| L 2 ) il reste a montrer que 
dw 5v|/1 


( 68 ) 


/% 

JQ. 


dy u dy„ 


< C||0|| L 2||1|/|| L 2 V\|/ e C 1 (Q + ). 


A cet effet on revient a I’equation (C?) ou Ton remplace v |t par i|/ (v(/ e C/Q + )) — ce qui 


est possible puisque a NN e C ! (Q+) et a NN ^ a > 0. II vient 


/» 

a h 


dw d f 1 
1 dy N V*NN 


* 


9 +- I L 

a NN (U)^(N.N) % 


dw 5 / 1 
Sy k dy, V^NN 


c’est-a-dire 


(69) 


’ Cdw dty _ C 

J J a 


I (da 


dw 


NN V 


'I' + 


9 


+ I , 

(U)^(N.N) J 


* dw /da M \ v|/ _ j* 

dy k V dy, J ^nn <*.o#(n.n) J 


dw d ( a k , 


* • 


Combinant (67) (*) et (69) on obtient 
dw di|/ 

JQ. 

d’ou (68). 


L 


fyk dy t \a NN 
^ C(||w|| H i + ||5l| L 2)||x|/|| L 2 V\|/eC 1 (Q + ); 


Remarque 26. — Soit Q un ouvert quelconque et soit weH^Q) tel que 

Vw Vcp = f /cp V(p e C c °°(Q). 

Jq Jn 

On suppose que /e H ffl (Q). Alors 0uEH m + 2 (Q) pour tout 0 eC c °°(Q): on dit que 
u e Hj^ 2 (Q) [pour le demontrer, il suffit de reprendre les estimations a priori du cas C 1 et 
de raisonner par recurrence sur m\. En particulier si fe C°°(Q), alors u e C°°(Q) ( 2 ). 

La meme conclusion reste valable pour une solution tres faible c’est-a-dire une fonction 
u e L 2 (Q) telle que 

/cp Vcp e C c °°(Q) 

(la demonstration est un peu plus delicate; voir par exemple Agmon[l]). Insistons sur le 



Qki 

(*) On utilise (67) avec -\|/ au lieu de \Jj/. 

a NN 

( 2 ) Mais en general u $ C(H) (meme si Q est de classe C 00 ) car la condition aux limites n’a pas ete 
prescrite. 
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caractere local des theoremes de regularite. Soit fe L 2 (Q) et soit ue Hj(Q) Funique 
solution faible du probleme 


Vu Vcp + wcp 

Jo Jo 



Vcp e HJ(Q). 


Fixons co c c Q; alors u ja) depend des valeurs de / sur Q tout entier — et pas seulement des 
valeurs de / sur co (*).Par contre la regularite de u (t0 depend uniquement de la regularite de 

/ |t0 ; par exemple fe C°°(co) => u e C QO (co), meme si / est tres irreguliere en dehors de co. [On 
dit que A est hypoelliptique]. 


Remarque 27. — Les resultats de regularite sont, d’un certain point de vue, un peu 
surprenants. En effet une hypothese faite sur Aw, c’est-a-dire sur la somme des derivees 

d 2 u d 2 u 

V —-> entraine une conclusion de meme nature sur toutes les derivees -considerees 

7 dxf dx t dxj 

individuellement. 


IX.7. Principe du maximum 


Le principe du maximum admet de nombreuses formulations; nous en presentons 
quelques-unes. 

Soit Q un ouvert quelconque de U N . 


• Theoreme IX.27 (Principe du maximum pour le probleme de Dirichlet). — Soient 


tels que 
(70) 


fe L 2 (Q) et ue H l (Q) n C(Q)( 2 ) 


Jo 


Vi/ Vcp + 



VcpeHj(Q). 


Alors 


Min {Inf w, Inf/} ^ u(x) ^ Max {Sup w, Sup /} pour xeQ. 
r o r o 


[Ici et dans toute la suite Sup = Sup ess et Inf = Inf ess]. 

Demonstration. — On utilise la methode des troncatures de Stampacchia. On fixe une 
fonction GeC^R) telle que 

(1) |G'(s)| ^ M Vs 6 U 

(ii) G est strictement croissante sur ]0, + oo[, 

(iii) G(s) = 0; Vs ^ 0. 

( ! ) Par exemple si/ ^ 0 sur ^ 0, et / = 0 sur co on a neanmoins toujours u > 0 sur co (voir le 
principe du maximum fort dans les commentaires sur ce chapitre). 

( 2 ) Si ft est de classe C 1 on peut supprimer l’hypothese u e C(H) en faisant appel a la theorie des 
traces qui permet de donner un sens a W| f (voir les commentaires sur ce chapitre); de meme si u e Ho(ft) 
on peut supprimer l’hypothese u e C(ft). 
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On pose 


K = Max {Sup u, Sup/} suppose < + oo. 
r o 


et v = G(w — K). 

On distingue deux cas : 

a) Cas |Q| < oo. 

Alors DeH^Q) (d’apres la proposition IX.5 appliquee a la fonction 
t i—> G{t — K) — G(— K)). D’autre part v e Hj(Q) puisque v e C(Q) et v = 0 sur T, (voir 
le theoreme IX. 17). On reporte alors v dans (70) et on poursuit comme dans la 
demonstration du theoreme VIII. 17. 


b) Cas |Q| = oo 

On a alors K ^ 0 (car f(x) ^ K p.p. sur Q et f e L 2 (Q) impliquent K ^ 0). On fixe 
K'> K. Alors v = G(u — K'JeH^Q) (proposition IX.5 appliquee a la fonction 
t i —* G(t — K')). De plus v e C(Q) et v = 0 sur T; done v e Ho(Q). Reportant v dans (70) 
on a 


(71) 


|Vw| 2 G'(m - K') + f uG(u - K') = f fG(u - K'). 

o Jn Jo 


D’autre part G(w — K'JeL^Q) puisque 

0 ^ G(u - K') ^ MImK 1 ) 

et, sur l’ensemble [w ^ K'] = {xgQ; m(x) ^ K'} on a 


K' f \u\ < [ M 2 
K'] Jn 


< 00. 


On deduit alors de (71) que 


1 


(u - K')G(u - K') ^ 


(/- K'; 
Jo 


)G(u - K') ^ 0. 


Par suite u ^ K' p.p. sur Q et done u ^ K p.p. sur Q (car K' > K a ete fixe arbitrairement). 


• Corollaire IX.28. — Soient fe L 2 (Q) et ueH^Q) nC(Q)( 2 ) verifiant (70). On a 

(72) (u ^ 0 sur T) et (f ^ 0 sur Q) => (u ^ 0 sur Q) 

(73) ll«l| L - (tl) < Max {||«||L»,n> II/IIl-w}- 

En particular, 

(74) Si f= 0 sur SI alors ||«|| L » (£1) < INI L -, n ; 

(75) Si u = 0 sur T alors ||n|| L .. (n) < ||/|| L . (n) . 


Remarque 28. — Si Q est borne et si u est une solution classique de l’equation 
(76) -A u + u=f sur SI 


(*) Car G(u - K') - G(- K') « M|u| et G(- K’) = 0 puisque - K' < 0. 

( 2 ) L’hypothese u e C(£i)est inutile dans certains cas; voir la note au bas du theoreme IX.27. 
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on peut donner une autre demonstration du theoreme IX.27. En effet soit x 0 eQ tel que 

u(x 0 ) = Max u ; 
o 


• Si x 0 e T, alors u(x 0 ) ^ Sup u. 

r 

d 2 u 

• Si x 0 e Q, alors Vu(x 0 ) = 0, —- (x 0 ) ^ 0 pour 1 < / < N et done Aw(x 0 ) ^ 0. 

dxf 

D’ou, en utilisant Tequation (76) on a u(x 0 ) = /(x 0 ) + Aw(x 0 ) ^ f(x 0 ). 

Cette methode a Tavantage de s’appliquer aux equations elliptiques generates du 2 e ordre : 


(77) 


£ fix ( 
ij = 1 vx j 


du 

'dx, 


v du 

+ X «,• — + u = /. 

i=l ox I 


On notera que si x 0 6 ft, alors 


" d 2 u 

X a u (x 0 ) - - 

i,j=l OXi dXj 


(*o) ^ 0; 


en effet par changement de base en x 0 on peut se ramener au cas ou la matrice « I J (x 0 )est 
diagonale en x 0 . La conclusion du theoreme IX.27 reste valable pour les solutions faibles 
de (77), mais la demonstration est plus delicate; voir Gilbarg-Trudinger [1]. 


• Proposition IX.29. — On suppose que les functions a tj e L X (Q) verifient les conditions 
d'ellipticite (36) et que a^^eL 00 avec a 0 ^ 0 sur Q. Soient /€ L 2 (Q) et 
ue H’(Q) nC(Q)( 1 ) tels que 


(78) 

Alors 


X 

Jq ij 


du d(p 
dx ( dxj 


Jq 


v du 

i dX: 


a 0 u(p 


/<P 

Jo 


V(p e HJ(Q). 


(79) (u ^ 0 sur T) et (f ^ 0 sur Q) => (u ^ 0 sur Q). 
On suppose que a 0 = 0 et que Q est borne. Alors 

(80) (f ^ 0 sur Q) => (u ^ Inf u sur Q) 

r 

(81) (f = 0 sur Q) => (Inf u < u ^ Sup u sur D). 

r r 


Demonstration. — On va demontrer ce resultat lorsque a { = 0, 1 ^ i ^ N ; le cas general est 
plus delicat (voir Gilbarg-Trudinger [1], Theorem 8.1). 

Pour etablir (79) il revient au meme de montrer que 

(79') (w ^ 0 sur T) et (/ ^ 0 sur Q) => (u ^ 0 sur Q). 

On choisit <p = G(w) dans (78) avec G comme dans la demonstration du theoreme IX.27; on 
obtient alors 


Ya u — — G’(u) ^ 0 et done 
ntj dxidxj 


Jo 


|Vw| 2 G'(m) ^ 0. 


(*) L’hypothese u e C(D) est inutile dans certains cas; voir la note au bas du theoreme IX.27. 



192 


ESPACES DE SOBOLEV 


Posons H (t) = 


[G'(s)] 1/2 ds, de sorte que 
Jo 


H(w) e HJ(Q) et |VH(u)| 2 = |V«| 2 G'(u) = 0. 

II en resulte que H(w) = 0 sur Q(*) et done u ^ 0 sur ft. 

Prouvons maintenant (80) sous la forme suivante 

(80') (/ < 0 sur ft) => (w ^ Sup u sur ft). 

r 

Posons K = Sup w; alors (u — K) verifie (78) puisque a 0 = Oet (u — K) e H^Q) puisqueQ 
r 

est borne. Appliquant (79') on obtient u - K ^ 0 sur ft, e’est-a-dire (80'). Enfin (81) resulte 
de (80) et (80'). 


Proposition IX.30 (Principe du maximum pour le probleme de Neumann). — Soientf e L 2 (Q) 
et weH^Q) tels que 

* r r 

VuV<p + iicp = /cp VtpeH^Q). 

Jq Jq Jn 

Alors on a 

Inf / < u(x) ^ Sup / p.p. x e Q. 
q n 

Demonstration. - Analogue a la demonstration du theoreme IX.27. 


IX.8. Fonctions propres et decomposition spectrale 


Dans tout ce paragraphe on suppose que Q est un ouvert borne. 

• Theoreme IX.31. — II existe une base Hilbertienne (e n ) n ^ 1 de L 2 (Q) et il existe une suite 
(K)n>i d e r ^ s avec K > 0 et K 00 tel* 4 ue 

(82) e„eH£(Q) n C°°(Q), 

(83) - Ae„ = X„e„ sur O. 

On dit que les (X n ) sont les vaieurs propres de — A (avec condition de Dirichlet) et que les (e n ) 
sont les fonctions propres associees. 

Demonstration. — Etant donne /e L 2 (Q) on note u = T/l’unique solution u e Hi(Q) du 
probleme 

(84) V« Vcp = /cp V<p 6 HJ(Q). 

Jn Jq 


(*) Noter que si/e Wo ,p (ft) avec 1 ^ p < oo et V/ = 0 sur ft, alors/ = 0 sur ft. En effet soit/le 
prolongement par 0 de/en dehors de ft. Alors / e W 1,P (1R N ) et V/ = V/ = 0 (proposition IX. 18). Par 
consequent/est constante sur U N (remarque 8) et comme/ e L P (IR N ),/ = 0. 
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On considere l’operateur T comme un operateur de L 2 (Q) dans L 2 (Q). T est un operateur 
autoadjoint compact (reprendre la demonstration du theoreme VIII.20 et utiliser le fait que 
finjection Hi c= L 2 est compacte). D’autre part N(T) = {0} et (T/,/) ^ 0 V/e L 2 . On en 
deduit (grace au theoremeVI.il) que L 2 admet une base Hilbertienne (e„) constitute de 
vecteurs propres de T associes a des valeurs propres avec |i„ > 0 et -► 0. On a done 
6 Hi et 

\ S7e n V<p = — \ e n cp Vcp g Hj. 

Jo Vn Jo 

Autrement dit e n est une solution faible de (83) avec X n = p" 1 . D’apres les resultats de 
regularity du § IX.6 (voir remarque 26) on sait que e n g H 2 (co) pour tout co c c Q; par 
suite e n e H 4 (co) pour tout weefi, e n g H 6 (co) pour tout co c c Q, etc. Done 
e n e Pi H m (co) pour tout co c c Q et par consequent e n e C°°(co) pour tout co cz cz Q; e’est- 

m^l 

a-dire e n eC°°(Q). 


Remarque 29. — Sous les hypotheses du theoreme IX.31 la suite 


Hilbertienne de H^(Q) pour le produit scalaire Vu Vv [resp. la suite 

Jo 

base Hilbertienne de Hj(Q) pour le produit scalaire f Vu Vv + 


Vk- 


est une base 


est une 


: Vu Vv + uv]. II 

Jo Jo 


•\A« + 

est clair, en effet, 


que la suite (—£= est orthonormee dans Hj (utiliser 83)). II reste a verifier que l’espace 

Vv 


vectoriel engendre par les (e n ) est dense dans H^. Soit done f e Hi tel que (/, <?„) H i = 0 Vn et 
montrons que / = 0. D’apres (83) on a X n J e n f = 0 Vn et par suite / = 0 (puisque (ej est 
une base Hilbertienne de L 2 ). 


Remarque 30. — Sous les hypotheses du theoreme IX.31, on demontre que e n e L GO (Q) (voir 
[EX]). D’autre part si Q est de classe C 00 , alors e„£C®(Q); ceci resulte aisement du 
theoreme IX.25. 


Remarque 31. - Soient a { ,• G L 0C (Q)des fonctions verifiant la condition d’ellipticite (36) et 
soit a 0 e L°°(Q). Alors il existe une base Hilbertienne (ej de L 2 (Q) et il existe une suite (kj 
de reels avec X n -> + oo tels que e n e Hj(Q) et 


I a u 

•Ja i,i 


< 1( P 
dx t dxj 


+ 


Jo 



Vcp g Hi(Q). 


Commentaires sur le chapitre IX 


Ce chapitre constitue une introduction a la theorie des espaces de Sobolev et a la 
theorie des equations elliptiques. Le lecteur qui souhaite approfondir ce vaste sujet pourra 
consulter une abondante bibliographic; citons entre autres, Agmon [1], Bers-John- 
Schechter [1], Lions [1], Lions-Magenes [1], Friedman [2], Miranda [1], Folland [1], 
Treves [4], Adams [1], Gilbarg-Trudinger [1], Stampacchia [1], Courant-Hilbert [1] 
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(volume 2), Necas [1], Mizohata [1], Ladyzhenskaya-Uraltseva [1] Morrey [1], Protter- 
Weinberger [1], Nirenberg [1]... et les references de ces textes. 

1) Dans le chapitre IX nous avons souvent suppose Q de classe C 1 , ce qui exclut par 
exemple les domaines avec « coins ». Suivant les cas on peut affaiblir cette hypothese et la 
remplacer par des conditions plus ou moins «exotiques » : Q est de classe C 1 par 
morceaux, Q est lipschitzien, Q a la propriete du cone, Q a la propriete du segment etc.; 
voir par exemple Adams [1], Agmon [1], Necas [1]. 

2) Le theoreme IX.7 (existence d’un operateur de prolongement) s’etend aux espaces 
W m,p (Q) (Q de classe C m ) moyennant une generalisation convenable de la technique de 
prolongement par reflexion; voir par exemple Adams [1], Necas [1], Lions-Magenes [1], 
Lions [1], Friedman [1] et [EX]. 

3) Voici quelques inegalites tres utiles portant sur les normes de Sobolev. 

• A) Inegalite de Poincare-Wirtinger. — Soit Q un ouvert connexe de classe C 1 et soit 
1 < p ^ oo. Alors il existe une constante C telle que 

II u - u\\ LP < C||Vu|| LP Vu € W 1,P (Q) avec u = | u. 

I i2 l Jo 

D’ou Ton deduit, grace a Tinegalite de Sobolev que si p < N, 

||u - u\\ LP * < C||Vu|| LP Vu g W 1,p (Q). 

Voir, par exemple [EX]. 

• B) Inegalite de Hardy. — Soit Q un ouvert borne de classe C 1 et soit 1 < p < oo. On 
pose d(x) = dist (x, T). Alors il existe une constante C telle que 

ll^ll <C||Vk||l, V«eWj-'(Q). 

a l p 

Inversement, 

et % L p (0)j => (u e W‘ p (fi)) 

Voir Lions-Magenes [1] et [EX] pour le cas p = 2. 


• C) Inegalites d’interpolation de Gagliardo-Nirenberg. — Citons quelques exemples 

rencontres frequemment dans les applications. Pour le cas general voir Nirenberg [1] ou 
Friedman [2] (certaines inegalites sont demontrees dans [EX]). 

Soit Q c= [R N un ouvert borne regulier (pour fixer les idees). 

Exemple 1. — Soit u e L P (Q) n W 2,r (Q) avec 1 ooetl oo. Alors u e W 1,9 (Q) 

1 1 /! 1 \ 

ou q est la moyenne harmonique de p et r, c’est-a-dire - = et 

q 2 \p r) 

IIDbIIl, < C||u||^,r||u||^ 
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Cas particuliers : a) p = oo et done q = 2r. On a 

||D«|| L 2r ^ C||u||wi|MlL-. 

Cette inegalite permet, entre autres, de montrer que W 2 r n L 00 est une algebre, e’est-a-dire 

w, ve W 2 ’ r n L 00 => uv e W 2 ' n L 00 

[cette propriete reste vraie pour W m,r n L°° avec m entier ^ 2]. 
b) P = q = r. On a 

IIDhIIlp < C\\u\\w 2 ,e\\u\\v. 

D’ou Ton deduit en particulier que 

IIDm|| l /» ^ s11D 2 m 11 L /> -I- C 8 ||w|| L/ > Vs > 0. 

Exemple 2. — Soient 1 < q ^ p < oo. Alors 


(85) IMIlp < C||u||l,“||u||w1,w Vue W IN (n) avec a = 1--- 

P 


Notons le cas particulier frequemment utilise 



e’est-a-dire 

IMIl« < C||m|Il2 IImIIh' Vu e H*(ft) 

On remarquera, a ce propos, que Ton a aussi l’inegalite usuelle d’interpolation (remarque 
2 du chapitre IV) 


IMIlp < IMIl/|MIl°° avec 
mais elle n’implique pas (85) car W LN <£ L*. 



Exemple 3. — Soient l^g^p^ooetr>N. Alors 


(86) INIlp C||u||l/||u||wV VueW’^Q) avec 


• 4) La propriete suivante est parfois utile. Soit u e W 1,P (Q) avec 1 ^ p ^ oo et Q ouvert 
quelconque. Alors Vw = 0 p.p. sur l’ensemble {x e Q; u(x) = k} ou k est une constante 
quelconque; voir Stampacchia [1] ou [EX]. 

* 5) Les fonctions de W 1,P (Q) sont differentiates au sens usuel p.p. sur Q lorsque p > N. 
Plus precisement soit u e W 1,P (Q) avec p > N. Alors il existe A c Q negligeable tel que 


1 1 

g P 

1 1 1 

_ _l-- 

q N r 


u(x + h) — u(x) — h.Vu(x) 


Vx e Q\A. 


H. Brezis. — Analyse Fonctionnelle 
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Cette propriete n’est pas valable lorsque u s W 1,P (Q) et p ^ N (N > 1). Sur cette question 
consulter Stein [1] (Chapitre VIII). 

6) Espaces de Sobolev fractionnaires. — On peut definir une famille d’espaces 
intermediaries entre L P (Q) et W 1,P (Q). Plus precisement si 0 < s < 1 (s s R) et 1 ^ p < oo 
on pose 

\u(x) - u ( y )| 

, N 

\x - y| s+ 7 

muni de la norme naturelle. On note H S (Q) = W s2 (Q). Pour Tetude de ces espaces, voir 
Adams [1], Lions-Magenes [2], Malliavin [1]. On retiendra que les espaces W sp (Q) 
peuvent aussi etre introduits comme interpoles entre W 1,p et L p , ou bien par transformee de 
Fourier si p = 2 et Q = [R N . 

On definit enfin W S>P (Q) pour s reel, s non entier, s > 1 comme suit. On ecrit 

s = m + o avec m = partie entiere de s, et on pose 

W S ’ P (Q) = {us W m,p (Q); D“u e W a > p (Q) Va avec |a| = m}. 

Par cartes locales on definit aussi W sp (r) ou T est une variete reguliere (par exemple le 
bord d’un ouvert regulier). Ces espaces jouent un role important en theorie des traces (voir 
commentaire 7). 

• 7) Theorie des traces. - Soit 1 < p < oo. Commengons par un lemme fondamental : 

Lemme IX.9. — Soit Q = II existe une constante C telle que 


eL p (Q X Q)>, 


W S,P (Q) = <ue L P (Q); 


ir n 


| u(x\ 0)| p dx' 


i /p 


CIMIw^q) e Q 1 


Demonstration. — Soit G(t) = \t\ p l t et soit u s C^IR 1 ^ 1 ). On a 

f + x d f + Q0 du 

G(w(x', 0))= - G(u(x', x N )) dx N = - G'(m(x', x n )) (x', x N ) dx N 

Jo C>X N Jo tf*N 


Done 


iw(x', o)i p ^ p j o i^^x^r - 1 


du 

dx\\ 


(x', x N ) dx N 


^ C 


X wx '- 


XNJI^dXN + 


du 

dx* 


(x\ X N )| 


dx N J 


et la conclusion s’en suit par integration en x' e I 


On deduit du lemme IX.9 que Tapplication u u ir avec T = dQ = (R N_1 x {0} 
definie de C c 1 ([R N ) dans L p (r), se prolonge par densite en un operateur lineaire et continu de 
W 1 ■ P (Q) dans L p (r). Cet operateur est, par definition, la trace de u sur T; on le note aussi w jr . 

On remarquera qu’il y a une difference fondamentale entre L P (1R+) et W 1,p ([R r J) : les 
fonctions de L p ((R r J) n’ont pas de trace sur F. 

On imagine aisement comment definir — a l’aide de cartes locales — la trace sur F = dQ 
d’une fonction u e W 1 ,p (Q) lorsque Q est un ouvert regulier de !R N (par exemple Q de classe C 1 
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avec T borne). Dans ce cas n jr e L P (T) (pour la mesure superficielle da). Les proprietes les 
plus importantes de la trace sont les suivantes: 

i) Si ue W 1 P (Q), alors, en fait, w |r e W 1 “ 1/P ’ P (H et 

ll^irllw 1 ~ l /P'P(D ^ C||w|| w i./) ( q) Vwe W 1,P (Q). 

De plus l’operateur trace u > u ir est surjectif de W lp (Q) sur W 1_1/p,p (r). 

ii) Le noyau de 1’operateur trace est Wq’ p (Q), c’est-a-dire 

Wi' p (Q) = {ue W 1 ’^); u |r = 0}. 

iii) On a la formule de Green : 

[ -— v = — I u -— 4- uv( n .e,) da Vw, v e H 1 (Q) 

Ja << x , Jo dx t J r 


ou n est le vecteur unitaire de la normale exterieure a T. Noter que l’integrale de surface a un 
sens puisque w, v e L 2 (r). 

De la meme maniere on peut parler de — pour une fonction u e W 2,P (Q) : on pose 

i ° n $ 

— = (Vt/i r ). n — ce qui a un sens puisque Vu, r e L P (T) N — et — e L P (H (en fait 

dn 1 1 on 

— eW 1 " 1 "’•'’(H). 
dn 

On a la formule de Green 



(* r a 

I Vu Vz; — — v da Vu, reH 2 (Q). 

q Jr d * 1 


iv) L’operateur u »—► est lineaire continu et surjectif de W 2,p (Q) sur 

W 2 -i/ p ' p (D x w 1 ^ /p,p (r). Sur ces questions, voir Lions-Magenes [1] pour le cas p = 2(et 
les references citees dans Lions-Magenes [1] pour le cas p ^ 2). 


8) Operateurs d’ordre 2m et systemes elliptiques. — Les resultats d’existence et de regularite 
demontres au chapitre IX s’etendent aux operateurs elliptiques d’ordre 2m et aux systemes 
elliptiques ( ! ). L’un des ingredients essentiels est l’inegalite de Garding. Sur ces questions, 
voir Agmon[l], Necas[l], Lions-Magenes [1], Agmon-Douglis-Nirenberg [1]. Les opera¬ 
teurs d’ordre 2m et certains systemes jouent un role important en mecanique et en physique. 
Signalons en particulier l’operateur biharmonique A 2 (theorie des plaques), le systeme de 
l’elasticite et le systeme de Stokes (mecanique des fluides); voir par exemple Ciarlet [1], 
Duvaut-Lions [1], Raviart-Thomas [1], Temam [1], Necas-Hlavacek [1], Gurtin [1]. 


9) Regularite dans les espaces L p et C 0,< \ — Les theoremes de regularite demontres au 
chapitre IX pour p = 2 s’etendent au cas p ^ 2 : 

• Theoreme IX.32 (Agmon-Douglis-Nirenberg [1]). — On suppose que Q est de classe C 2 
avec r borne. Soit 1 < p < oo. Alors pour tout f e L P (Q), il existe u e W 2,P (Q) r\ Wj ,p (Q) 
unique solution de Vequation 

(87) — Au + u =f sur Q. 


t 1 ) Mais pas le principe du maximum, sauf cas exceptionnels. 
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De plus , si Q est de classe C m + 2 et si fe W m,p (Q) (m entier ^ 1), alors 
u e W m + 2,P (Q) et \\u\\ wm+ 2 , P ^ C||/|| w ^. 

[Resultat analogue si (87) est remplace par une equation elliptique du 2 C ordre a coefficients 
reguliers]. 


La demonstration du theoreme IX.32 est considerablement plus compliquee que dans le 
cas p = 2 (theoreme IX.25). Elle repose essentiellement sur deux idees : 

a) Une formule de representation explicite de u a l’aide la solution fondamentale. Par 

, C . . 

exemple si Q = (R 3 , alors la solution de (87) est donnee par u = G * /ou G(x) = — e |x| 

M 

d 2 u d 2 G d 2 G 

(voir [EX]). De sorte que formellement- =-* /; « malheureusement »- 

dx ( dxj dx ( dxj dx t dxj 

n’appartient pas a L 1 (1R 3 )( 1 ), a cause de la singularity en x = 0, et on ne peut pas 
appliquer les estimations elementaires sur les produits de convolution (theoreme IV. 15). 

b) Pour surmonter cette difficulty on utilise la theorie des integrates singulieres dans L p 
due a Calderon-Zygmund (voir par exemple Stein [1], Bers-John-Schechter [1] et Gilbarg- 
Trudinger [1]). On retiendra que la conclusion du theoreme IX.32 est fausse pour p — 1 et 

p = oo. 

On connait aussi des resultats de regularite dans les espaces de fonctions 
Holderiennes ( 2 ): 


• Theoreme IX.33 (Schauder). — On suppose que Q est borne de classe C 2 “ avec 0 < a < 1. 
Alors pour tout f e C 0,a (Q) il existe u e C 2,a (Q) unique solution du probleme 


( 88 ) 

De plus si Q est de classe 



Au + u = / sur Q 
u = 0 sur r. 

(m entier ^ 1) et si f e C m a (Q), alors 


U E C m + 2, “(Q) et ||w|| c m + 2 .a ^ C ||/|| c m.a. 


[Resultat analogue si (88) est remplace par un probleme elliptique du 2 e ordre a 
coefficients reguliers]. 


La demonstration du theoreme IX.33 repose — comme celle du theoreme IX.32 — sur 
une representation explicite de u et sur la theorie des integrates singulieres dans les espaces 
C 0,a due a Holder, Korn, Lichtenstein, Giraud. Sur ce sujet, voir Agmon-Douglis- 
Nirenberg [1], Bers-John-Schechter [1], Gilbarg-Trudinger [1] et aussi l’approche 
elementaire developpee recemment par A. Brandt [1] (basee uniquement sur le principe du 
maximum). 

Soit Q un ouvert borne et regulier et soit /e C(Q). D’apres le theoreme IX.32 il existe 
u e W 2,P (Q) n Wj ,p (Q) (pour tout 1 < p < oo) unique solution de (87). En particulier 
«eC 1,# (Q) pour tout 0 < a < 1 (grace au theoreme de Morrey (theoreme IX.12)). En 
general u n appartient pas a C 2 , ni meme a W 2,00 . Ceci explique pourquoi on evite souvent 
de travailler dans les espaces L^Q), L°°(Q) et C(Q), espaces pour lesquels on n’a pas de 
resultats optimaux de regularite. 


f 1 ) Mais presque ! 

( 2 ) Rappelons que 

C 0a (Q) = («eC(Q); 


Sup 

x, yeti 
x ^ y 


|k(x) - n(y)| 

k - yr 


< oo} 


C'- , (fi)={neC"(Q); D p u e C° “(fi) V(3 avec |p| = m). 


et 
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Les theoremes IX.32 et IX.33 s’etendent aux operateurs elliptiques d’ordre 2m et aux 
systemes elliptiques; voir Agmon-Douglis-Nirenberg [1]. Signalons enfin, dans une autre 
direction, que les equations elliptiques du 2 e ordre a coefficients discontinus ont fait l’objet 
de nombreux travaux. Citons, par exemple, le resultat suivant: 

* Theoreme IX.34 (De Giorgi-Stampacchia). — Soit Q <= R N un ouvert borne regulier. On 
suppose que les fonctions a tj e L°°(Q) verifient la condition d'ellipticite (36). Soit 
, N 

fe L 2 (Q) n L P (Q) avec p > — et soit weHi(Q) tel que 


du dcp 
dx t dxj 


f 9 


VcpeHi(Q). 


Alors u e C o,0t (O) pour un certain 0 < a < 1 ( qui depend de Q, a fj etp). 

Sur ces questions, voir Stampacchia [1], Gilbarg-Trudinger [1] et Ladyzhenskaya- 
Uraltseva [1]. 


10) Quelques inconvenients de la methode variationnelle et comment y remedier ! 

La methode variationnelle permet d’etablir tres facilement l’existence d’une solution 
faible. Elle n’est pas toujours applicable, mais elle peut etre completee. Indiquons deux 
exemples. 

Soit Q c R N un ouvert borne regulier. 

a) Methode de dualite (ou transposition). — Soit f e L^Q) - ou meme/mesure (de Radon) 
sur Q — et cherchons a resoudre le probleme 

f — Aw + u = f sur Q 

(89) n r 

l u = 0 sur I . 


Des que N > 1 la forme lineaire cp i —► /cp n’est pas definie pour cp e Hj(Q) et par 

Jn 

consequent la methode variationnelle est inoperante. Par contre, on peut utiliser la 
technique suivante. On designe par T : L 2 (Q) -+ L 2 (Q) l’operateur f \ —> u (ou u est la 
solution de (89), qui existe pour fe L 2 (Q)). On sait que T est autoadjoint. D’autre part 
(theoreme IX.32) T : L P (Q) -► W 2 p (0) pour 2 ^ p < oo et grace aux theoremes de 

- N 

Sobolev et Morrey, T : L P (Q) -► C(Q) si p > Par dualite on en deduit que 

N 

T* : M(Q) = C(Q)' L P (Q) si p > 


Or comme T est autoadjoint dans L 2 , T* est un prolongement de T; done on peut 
considerer u = T */ comme une solution generalisee de (89). En fait, si fe L^Q), alors 

N 

u = T */e L <? (Q) pour tout q < -; u est l’unique solution (tres) faible de (89) au sens 


u A(p + 


«(p 


/(p V(peC 2 (Q), cp = 0 sur T. 


Dans le meme esprit, on peut etudier (89) pour / donne dans H~ m (Q); voir Lions- 
Magenes [1]. 
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b) Methode de densite. — Soit g e C(r) et cherchons a resoudre le probleme 

f — Au + u = 0 sur Q 

(90) < 

( u = g sur T 

En general si geC(V ), il n’existe pas de fonction geH'iCl) telle que g{ r = g (voir 
commentaire 7 et noter que C(r) <£ H 1/2 (r)). II est done exclu de chercher une solution de 
(90) dans H X (Q) : la methode variationnelle est inoperante. Neanmoins on a le 

• Theoreme IX.35. — II existe hgC(Q) nC®(Q) unique solution de (90). 

Demonstration. — Fixons g gC c (IR n ) telle que g | r = g \ g existe d’apres le theoreme de 
Tietze-Urysohn (voir Dieudonne [1], L. Schwartz [2]). Soit (g n ) une suite de C c °°(IR N ) telle 
que g n -+ g uniformement sur IR N . Posons g n = g n \ V . Appliquant la methode variationnelle 
et les resultats de regularity on voit qu’il existe u n e C 2 (H) solution classique du probleme. 

j — A u n -f u n = 0 sur Q 

I «« = Qn sur T 

D’apres le principe du maximum (corollaire IX.28) on a 

II U m — 11 L°°(Q) ^ ll^m — QnWl^ry 

Par consequent ( u n ) est de Cauchy dans C(Q) et u n -► u dans C(Q). II est clair que Ton a 


u(- Acp + <p) = 0 Vcp g C c °°(Q) 

Jo 

et par consequent mgC°°(Q) (voir remarque 26). Done u e C(Q) n C°°(Q) verifie (90). 
L’unicite de la solution de (90) resulte du principe du maximum (voir remarque 28). 

* Remarque 32. — II est indispensable au theoreme IX.35 de supposer Q assez regulier. 
Lorsque Q a une frontiere « pathologique » on debouche sur des questions de la theorie du 
potentiel (points reguliers, critere de Wiener etc.). 

Une autre approche pour resoudre (90) est la methode de Perron, classique en theorie 
du potentiel. On pose 

w(x) = Sup {^(x); v g C(Q) n C 2 (Q), — Ai> + v ^ 0 sur Q et v ^ g sur T} 
et on prouve que u verifie (90). 

Une fonction v telle que — Av + i> < 0 sur Q est dite sous-harmonique ; si de plus 
v ^ g sur T on dit que v est sous-solution de (90). 


11) Principe du maximum fort. — On peut preciser la conclusion de la proposition IX.29 
lorsque u est une solution classique. Plus precisement soit Q un ouvert connexe borne 
regulier. Soient g C^Q) verifiant la condition d’ellipticite (36), a h a 0 e C(Q) avec a 0 ^ 0 
sur Q. On a le 


Theoreme IX.36 (Hopf). — Soit ue C(Q) n C 2 (Q) verifiant 



du 

a t -h a 0 u = / sur Q 

dx i 


( 91 ) 
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On suppose que f ^ 0 sur Q. S7/ existe x 0 e Q tel que u(x 0 ) = Min u et si i/(jc 0 ) ^ 0 (*), alors 

Q 

u est constante sur Q {et de plus f = 0 sur Q). 

Pour la demonstration, voir Bers-John-Schechter [1], Gilbarg-Trudinger [1] ou 
Protter-Weinberger [1]. 

• Corollaire IX.37. — Soit u e C(O) n C 2 (Q) verifiant (91) avec f ^ 0 sur Q. On suppose que 
i/^0 sur T. Alors 

• ou bien u > 0 sur Q 

• ou bien u = 0 sur Q. 

Pour d’autres resultats lies au principe du maximum, (inegalite de Harnack etc.) voir 
Stampacchia [1], Gilbarg-Trudinger [1], Protter-Weinberger [1], Sperb [1]. 

12) Operateur de Laplace-Beltrami. — Les operateurs elliptiques definis sur des varietes 
Riemaniennes (a bord ou sans bord) et en particulier l’operateur de Laplace-Beltrami 
jouent un role important en geometrie differentielle et en physique; voir par exemple 
Choquet-De Witt-Dillard [1]. 

13) Proprietes spectrales. — Les valeurs propres et les fonctions propres des operateurs 
elliptiques du 2 e ordre jouissent de nombreuses proprietes remarquables. Citons en 
quelques-unes. Soit Q c U N un ouvert connexe borne regulier. Soient a i} eC^fi) verifiant 
la condition d’ellipticite (36) et a 0 eC(Q). Soit A l’operateur 



avec condition de Dirichlet homogene (u = 0 sur T). On designe par (AJ la suite des 
valeurs propres de A rangee dans un ordre croissant, avec X n -+ oo quand n -+ oo. Alors la 
premiere valeur propre X x est de multiplicite 1 (on dit que X x est une valeur propre 
simple) ( 2 ), et on peut choisir la fonction propre associee e l telle que e t > 0 sur Q; voir le 
theoreme de Krein-Rutman dans les commentaires du chapitre VI. D’autre part on montre 
que X n ~~ cn 2lu quand n -> oo avec c > 0; voir Agmon [1]. 

Les relations qui existent entre les proprietes geometriques ( 3 ) de Q et le spectre de A 
font l’objet de recherches intensives; voir Kac [1], Marcel Berger [1], Osserman [1], 
I. M. Singer [1]. L’objectif etant de « recuperer » le maximum d’informations sur Q a partir 
de la connaissance du spectre (XJ. 

Un probleme ouvert frappant est le suivant. Soient et Q 2 deux domaines bornes de 
[R 2 ; on suppose que les valeurs propres de l’operateur — A (avec condition de Dirichlet) 
sont les memes pour et Q 2 . Est-ce que et Q 2 sont isometriques ? Ce probleme a ete 
surnomme : « Can one hear the shape of a drum ? » (Peut-on entendre la forme d’un 
tambour ?) ( 4 ). On sait que la reponse est affirmative si est un disque. 

Une autre question importante est la suivante. Considerons Toperateur 
A u = — Au + a 0 u (+ conditions aux limites). Quelles proprietes de a 0 peut-on « recupe¬ 
rer » a partir de la connaissance du spectre de A ? 


i 1 ) L’hypothese u{x 0 ) ^ 0 est inutile si a 0 = 0. 

( 2 ) En dimension N ^ 2 les autres valeurs propres peuvent etre de multiplicite > 1. 

( 3 ) Particulierement lorsque Q est une variete Riemanienne sans bord et A est l’operateur de 
Laplace-Beltrami. 

( 4 ) Carjes harmoniques de la vibration d’une membrane Q fixee a son bord T sont les fonctions 
e„(x) sin s /x„t ou (X n , e n ) sont les valeurs propres et fonctions propres de — A avec condition de 
Dirichlet. 
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14) Problemes elliptiques degeneres. — II s’agit de resoudre des problemes de la forme 


du 


1 dxi 


du 


Z.^.\ ai JJ^) + Z a i^ + a o»=f sur O 


dx ( 


+ conditions aux limites sur T ou sur une partie de T 
ou les fonctions a u ne verifient pas la condition d’ellipticite (36) mais seulement 

(36') X a u (x)tej > 0 Vx g a, 


ij 

Sur ce vaste sujet, consulter par exemple les travaux de Kohn-Nirenberg [1], Baouendi- 
Goulaouic [1], Oleinik-Radkevitch [1]. 


15) Problemes elliptiques non lineaires. — Immense champ de recherches motive par 
d’innombrables questions en geometrie, mecanique, physique, controle optimal, theorie des 
probability etc. II a connu des developpements spectaculaires depuis les premiers travaux 
de Leray et Schauder au debut des annees trente. Distinguons quelques categories : 


a) Les problemes semi-lineaires. — II s’agit, par exemple, de problemes de la forme 


(92) 


(— Au = /(x, u) sur Q 

1 u = 0 sur T 


ou /(x, u) est une fonction donnee. 

Cette categorie inclut, entre autres, les problemes de bifurcation ou Ton etudie la 
structure de l’ensemble des solutions (X, u) du probleme 

f — A u = f x (x, u) sur Q 

(92') 

f u = 0 sur T 


avec X parametre variable. 

b) Les problemes quasi-lineaires. — II s’agit de resoudre des problemes de la forme 
d ( du \ sur Q 

u = 0 sur T 

ou les fonctions a^x, u, p ) sont elliptiques, mais eventuellement degenerees; on a par 
exemple 

£ a u (x, u, p)^&j ^ a(w, p) |^| 2 Vx g Q, g 1R n 


avec a (w, p) > 0 Vw g R, Vp g R n , mais a(w, p) n’est pas uniformement minore par une 
constante a > 0. Ainsi, l’equation des surfaces minima s’ecrit sous la forme (93) avec 
a ij = 6,j( 1 + |Vw| 2 ) -1/2 . Plus generalement on envisage des problemes elliptiques de la 
forme 


(94) 


F(x, w, Du, D 2 u) = 0 
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dF 

ou la matrice — (x, w, p , q) est elliptique (eventuellement degeneree). Par exemple, 
l’equation de Monge-Ampere rentre dans cette categorie. 

c) Les problemes de frontiere libre. — II s’agit de resoudre une equation elliptique lineaire 
sur un ouvert ft qui n’est pas donne a priori. Le fait que ft soit inconnu est souvent 
« compense » par la donnee de deux conditions aux limites sur T : par exemple Dirichlet et 
Neumann. Le probleme consiste a trouver simultanement un ouvert ft et une fonction u tels 
que... 

a) En ce qui concerne les problemes (92) ou (92') on dispose de nombreuses 
techniques : 

• Methode de monotonie, voir Browder [1] et Lions [3]. 

• Methodes topologiques (theoreme de point fixe de Schauder, theorie du degre de 
Leray-Schauder etc.); voir J. T. Schwartz [1], M. Krasnoselskii [1] et 
L. Nirenberg [2], [3]. 

• Methodes variationnelles (theorie des points critiques, theorie de Morse etc.); voir 
Rabinowitz [1], Melvyn Berger [1], M. Krasnoselskii [1], L. Nirenberg [3]. 

b) La resolution des problemes du type (93) exige parfois une technique elaboree 
d estimations ( 1 ); voir les travaux de De Giorgi, Bombieri, Miranda, Giusti, 
Ladyzhenskaya-Uraltseva, Serrin etc. decrits dans Ladyzhenskaya-Uraltseva [1], 
Serrin [1], Bombieri [1] et Gilbarg-Trudinger [1]. Des progres importants concernant 
l’equation de Monge-Ampere ont ete obtenus recemment; voir Yau [1]. 

c) En ce qui concerne les problemes de frontiere libre beaucoup de resultats nouveaux 
sont apparus ces dernieres annees, en liaison principalement avec la theorie des inequations 
variationnelles; voir Kinderlehrer-Stampacchia [1], Baiocchi-Capelo [1] (et les travaux de 
l’« Ecole de Pavie » cites dans cet ouvrage), Free Boundary Problems [1], [2]. 


( A ) Ceci est le cas par exemple pour l’equation des surfaces minima. 


H. Brezis. — Analyse Fonctionnelle 
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PROBLEMES DEVOLUTION : 
L’EQUATION DE LA CHALEUR 
ET L’EQUATION DES ONDES 


X.l. L’equation de la chaleur : existence, 
Unicite et regularity 


Notations. — Soit Q c IR N un ouvert de frontiere T. On note 

Q = Q x ]0, + oo [, Z = T x ]0, + oo[; 
Z est la frontiere laterale du cylindre Q. 



Considerons le probleme suivant. Trouver une fonction u(x , t) : Q x [0,-1- oo[ -► U 
telle que 

( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 

N d 2 

ou A = Y —— designe le Laplacien par rapport aux variables d'espace, t est la variable de 

«=i dxf 

temps et w 0 (x) est une fonction donnee. 

L’equation (1) est appelee equation de la chaleur car elle modelise la distribution de la 
temperature u dans le domaine Q a l’instant t . L’equation de la chaleur et ses variantes 


du 



-Aw = 0 

dt 

sur 

Q 

u = 0 

sur 

Z 

w(x, 0) = w 0 (x) 

sur 

Q 
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interviennent dans de tres nombreux phenomenes de diffusion (*) (voir les commentaires 
sur ce chapitre). L’equation de la chaleur est rexemple le plus simple d’une equation 

parabolique ( 2 ). 

L’equation (2) est la condition aux limites de Dirichlet; elle peut etre remplacee par la 
condition de Neumann 

du 

(2') — = 0 sur L 

dn 

(n est le vecteur unitaire de la normale exterieure a T) ou bien par Tune quelconque des 
conditions aux limites rencontrees aux chapitres VIII et IX. La condition (2) exprime que 
Ton maintient le bord TdeQa une temperature nulle; la condition (2') exprime que le flux 
de chaleur a travers T est nul. 

L’equation (3) est la condition initiate ou donnee de Cauchy. 

Nous allons resoudre le probleme (1) (2) (3) en considerant w(x, t) comme une fonction 
definie sur [0, + oo[ a valeurs dans un espace H, ou H est un espace de fonctions qui 
dependent seulement de x; par exemple H = L 2 (ft), ou bien H = Ho(ft), etc... Ainsi la 
notation u(t) designera un element de H, c’est-a-dire la fonction x i — » u(x, t) a t fixe. Ce 
point de vue permet d’obtenir tres facilement une solution du probleme (1) (2) (3) en 
combinant le theoreme de Hille-Yosida et les resultats des chapitres VIII et IX. 

Pour fixer les idees, on suppose dans tout le chapitre X que ft est de classe C 00 avec V 
borne (mais cette hypothese peut etre affaiblie considerablement si Ton s’interesse 
seulement a des solutions « faibles »). 


• Theoreme X.l. — On suppose que u 0 e L 2 (ft). Alors il existe une fonction u(x , t) unique 
verifiant (1) (2) (3) et 

(4) u e C([0, oo[; L 2 (Q)) n C(]0, oo[; H 2 (Q) n H‘(Q)), 

(5) aeC'QO, oo[; L 2 (Q)). 


De plus 

«gC°°(Q x [e, oo[) Vs > 0. 

Enfin «eL 2 (0, oo; Hj(Q)) et Von a 


( 6 ) 


\ l" (T )!L2,n) + 


I V "(')Il 2 ,o, d ' = \ I" 0 Il2 ( q, vt>0( 3 ). 


Demonstration. — On applique la theorie de Hille-Yosida dans l’espace H = L 2 (ft) (mais 
d’autres choix sont possibles, voir theoreme X.2). 

Pour cela on introduit Poperateur non-borne A : D(A) c= H -► H defini par 

I'D (A) = H 2 (ft) n Hj(ft) 

[A u = — A u. 


( J ) La propagation de la chaleur est seulement un exemple parmi d’autres ! 

( 2 ) Au sujet de la classification traditionnelle des EDP en 3 categories : «elliptique», 
« parabolique », « hyperbolique », voir par exemple Courant-Hilbert [1]. 

( 3 ) Precisons les notations 


\u(T)\l 2{ 


(O) 


f 2 N 


du 

1 U(x, T)| 2 dx, IViiWIl^qj = X 
Jq /= l 


— <*, t) 

CXi 
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II est important de noter que Ton incorpore la condition aux limites (2) dans la definition du 
domaine de A. On va verifier que A est maximal monotone et autoadjoint. 

On pourra alors appliquer le theoreme VI.7 et en deduire l’existence d’une solution unique de 
(1) (2) (3) (4) (5). 

i) A est monotone. En effet si u e D(A) on a 


(Aw, w ) L 2 


(- Aw)w 


|Vw| 2 ^ 0. 


ii) A est maximal monotone. II suffit de montrer que R(I + A) = H = L 2 . Or on sait 
que pour tout f e L 2 il existe «eH 2 nH} unique solution de l’equation u — Aw = /; ceci 
resulte du theoreme IX.25. 

iii) A est autoadjoint. Grace a la proposition VII.6 il suffit de verifier que A es> 
symetrique. 

Or si w, v e D(A) on a 


(A u, v ) L 2 
(w, Au ) l 2 = 


= ( — Au)v = 


w( — A i’) = 


1 

I 


Vw Vv 

Vw Vv 


et par suite (Aw, v) = (w, Ai;)- 

D’autre part, on deduit du theoreme IX.25 que D(A Z ) c: H 2, (Q) avec injection 
continue; plus precisement on a 


D(A Z ) = {w e H 2/ (Q); w = Aw = ... A z “ l u = 0 sur T}. 


On sait (theoreme VII.7) que la solution u de (1) (2) (3) appartient a 

C fc (]0, + oo[; D(A Z )) V/c, V/ 

et done w e C*(]0, + oo[; H 2Z (Q)) V/c, V/. Il en resulte (grace au corollaire IX. 15) que 


weC*(]0,+ oo[; C k (Q)) V/c. 


Prouvons (6); formellement on multiplie (1) par w et on integre sur Q x ]0, T[. Neanmoins il 
faut etre prudent car u(t) est differentiable sur ]0, oof mais pas sur [0, oof. Considerons la 

fonction cp(f) = 1 |«(f)lL 2 , ft) ; ‘P est de classe Cl sur 1°’ + 00 f ( d ’ a P r es (5)) et 


(p'(0 = ( u(f), ^ (0 


Par consequent si 0 < e < T < oo, on a 


(u, Au ) L 2 = - 


|Vu| 2 . 


(p(T) - q>(8) = f q>'(t) dt = - f |Vu(f)| 2 2 (Q| di - 
Je Je 


Quand 8 0, cp(s) - |w 0 lL 2 (fi) et on en deduit (6). 


Moyennant des hypotheses supplementaires sur w 0 la fonction w devient plus reguliere 
au voisinage de t = 0 (rappelons que d’apres le theoreme X.l on a toujours 
weC cc (Q x [e, oof) Vs > 0). 
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Theoreme X.2. 

a) On suppose que u 0 e Hq(Q), alors la solution u de (1) (2) (3) verifie 
u e C([0, oo[; Hj(Q)) n L 2 (0, oo ; H 2 (Q)) 

et jeL 2 (0, oo; L 2 (Q)). 

ot 


De plus on a 

(7) 


C T 

du 


— ( t) 

Jo 

dt 


+ 2 2 ^^ol L 2 (Q)’ 


et 


, 7 ' 2 

J(Q) L L 

b) On suppose que m 0 gH 2 (Q) n Hj(Q), alors on a 

u g C([0, oo[; H 2 (Q)) n L 2 (0, oo ; H 3 (Q)) 

-jr e L 2 (0, oo ; H l m. 
ot 


c) On suppose que w 0 eH k (Q) Vk et verifie les relations de compatibility 
(8) u 0 = Aw 0 = ... = A j u 0 — ... =0 sur T V j entier , 

alors mgC 00 ^ x [0, oo[). 


Demonstration. - a) On choisit ici H t = Hq(Q) muni du produit scalaire 

(u , v) Hi = Vm Vv + uv. 

Jn J n 

Dans H l on considere l’operateur non borne A x : D(A t ) <= Hi -► H 1 defini par 

rD(A t ) = {u e H 3 (Q) nHi(Q); Am e Hj(Q)} 

[AjM = — Am. 


Verifions que A t est maximal monotone et autoadjoint : 
i) A t est monotone. En effet si u e D(Aj) on a 


(AjM, m) Hj — 


V(— Am) Vm + 


1 


(— Am) m 



|Vm| 2 ^ 0. 


ii) A t est maximal monotone. On sait (theoreme IX.25) que pour tout fe H^ft) il 
existe mgH 3 (Q) n Hj(Q) unique solution de l’equation u — Au = f 
Si de plus/e Ho(Q), alors (d’apres l’equation) 

Am g Hj(Q) et done u e D^). 


iii) A l est symetrique. Si m, veD(A x ) on a 


(Aim, v) Hi = ’ 

* 


V( — Am)Vi; -I- 


|(- Au)t> 

Am Ay + j"Vu Vt> = (u, A, t») Hi 


Appliquant le theoreme VII.7 on voit que si m 0 g Hq(Q) il existe une solution u de (1) (2) (3) 
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(qui coincide avec celle obtenue au theoreme X.l grace a l’unicite) telle que 

u e C([0, oo[; H*(Q)). 

Enfin, posons cp(r) = ^ IVw^jl^n)- La fonction cp est C 00 sur ]0, oo[ et 


(p'(r) = (Vm( 0, V ^ (t)) L 2 = (- Au(t), ~ (t)) L 2 = - 


du 

t (0 


II en resulte que si 0 < s < T < oo, alors 


r 

dw 

(p(e) + I 



dt = 0 


et on conclut quand s -> 0. 

b) On raisonne maintenant dans l’espace de Hilbert H 2 = H 2 (Q) n Hi(Q) muni du 
produit scalaire 

(w, v) Hi = (Aw, Av ) l 2 + (w, v) l 2. 

Dans H 2 on considere Toperateur non-borne A 2 : D(A 2 ) c H 2 -► H 2 defini par 

fD(A 2 ) = {w e H 4 (Q); w e Hq(Q) et Aw e Hj(O)} 

| A 2 w = — Aw. 

On verifie aisement que A 2 est maximal monotone et autoadjoint dans H 2 C). On peut alors 
appliquer le theoreme VII.7 a A 2 dans H 2 . Enfin on pose cp(0 = ^ \Au(t)\ L 2 ; la fonction cp est 
C x sur ]0, oo[ et Ton a 

<p'(0 = (Au(t), A ^ (t )) L 2 = (Au(f), A 2 m( 0) l 2 = - IV Am(0Il2- 


D’ou, pour 0 < e < T < oo 


\ |A« (T)| 2 L 2 - l - |Au(8)| 2 L 2 + 


| |VA«(0| 2 l : 


2 dr = 0. 


A la limite, quand s -> 0, on voit que w e L 2 (0, oo ; H 3 (Q)) et (grace a l’equation), 

~eL 2 (0, oo;H'(fi)). 
dt 

c) On considere dans H = L 2 (Q) l’operateur A : D(A) c= H -► H defini par 

|D(A) = H 2 (Q) n HJ(Q) 

(Aw = — Aw. 

On sait (theoreme VII.5) que pour w 0 e D(A*), k ^ 2, alors 

weC*" J ([0, oo[; D(A J ')) V/ = 0, 1, ... k. 


(*) De fagon generate si A : D(A) c= H -► H est maximal monotone et autoadjoint on peut 
introduire l’espace de Hilbert ft = D(A) muni du produit scalaire ( u , t;)pj = (Aw, At;) + (w, t;). Alors 
l’operateur A : D(A) c ft -► ft defini par D(A) = D(A 2 ) et A = A est maximal monotone et 
autoadjoint dans ft. 
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Or l’hypothese (8) exprime exactement que u 0 e D(A k ) pour tout k ^ 1. Par consequent 
on a 

ueC k ~ j ([0, oo[; D(A j )) V/c ^ 1, V/ = 0, 1, ... C 
II en resulte que mgC°°(Q x [0, oo[) (comme dans la demonstration du theoreme X.l). 

• Remarque 1. — Le theoreme X.l montre que l’equation de la chaleur a un effet 
fortement regularisant sur la donnee initiale u 0 . On notera que la solution u(x , t) est C 00 en x 
pour chaque t > 0, meme si la donnee initiale u 0 est discontinue. II en resulte en particulier 
que Tequation de la chaleur est irreversible. En general on ne peut pas resoudre le probleme 


(9) 

dU A 

— - Aw 
dt 

= 0 sur 

Q 

X ]0, T[ 

(10) 

u 

= 0 sur 

r 

x ]0, T[ 

avec une donnee « finale » 





(ID 

u(x, T) 

= w t( x ) 

sur 



II faudrait necessairement que 

u T e C* (Q) avec A j u T = 0 sur T, V/ ^ 0. 

Mais meme ces hypotheses ne suffisent pas a garantir l’existence d’une solution du probleme 
retrograde (9) (10) (11). 

II ne faut pas confondre le probleme (9) (10) (11) avec le probleme (9') (10) (11) ou 
du 

(9') - — - Aw = 0 sur Q x ]0, T[ 

qui admet toujours une solution unique pour chaque u T e L 2 (Q) (changer t en T — t et 
appliquer le theoreme X.l). 

Remarque 2. — Les resultats precedents sont aussi valables, moyennant quelques 
modifications, pour le probleme de Cauchy avec condition de Neumann (voir [EX]). 

Remarque 3. — Lorsque Q est borne le probleme (1) (2) (3) peut etre resolu par 
decomposition sur une base Hilbertienne de L 2 (Q). A cet effet, il est tres commode de choisir 
une base (e i (x)) i>l de L 2 (Q) constitute de fonctions propres de — A avec condition de 
Dirichlet (voir § IX.8), c’est-a-dire 

— Ae f = sur Q, e { = 0 sur T. 

On cherche une solution de (1) (2) (3) sous la forme 

00 

(12) u(x, () = Z a .( f )e,(x) (*)• 

1=1 

On voit immediatement que Ton a necessairement 

a'iit) + V*i(0 = 9; d’ou a t (t) = a f (0)e _x ' r 


( J ) Pour des raisons evidentes cette methode s’appelle aussi methode de « separation des 
variables » (ou methode de Fourier). 
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et les constantes «,(()) sont determinees a partir de la relation 

00 

(13) u 0 (x) = £ ai(0)e,(x). 

i= 1 

Autrement dit, la solution de (1) (2) (3) est donnee par 

00 

(14) u(x, t) = £ a,(0)e- x >' e,(x), 

i= 1 

ou les constantes a { (0) sont les composantes de u 0 (x) dans la base (e,). Pour l’etude de la 
convergence de la serie (14) (et l’etude de la regularity de u a partir de (14)) voir par exemple 
Raviart-Thomas [1] ou Weinberger [1]. Noter l’analogie de cette methode avec la 
technique usuelle de resolution des systemes d’equations differentielles lineaires 

d u ->• 

-f Mm = 0 

d t 

ou M est une matrice symetrique (ou diagonalisable M, etc.). Bien entendu, la difficulte du 
probleme (1) (2) (3) provient du fait que Ton doit resoudre ici un systeme de dimension 
infinie. 


Remarque 4. — Les relations de compatibility (8) ne doivent pas surprendre. Ce sont aussi 
des conditions necessaires pour que la solution u de (1) (2) (3) appartienne a 
C°°(0 x [0, oo[), (Phypothese u 0 e C°°(Q) et u 0 = 0 sur T a elle seule n’est pas suffisante !). 
En effet, supposons que MeC°°(n x [0, oo[) verifie (1) (2) (3); on a 

du d j u 

u = — = ... = —r = ... = 0 V j sur F x ]0, oo [ 
dt dt J 


et par continuity il vient 


(15) 



V j sur T x [0, oo [. 


D’autre part on a 




d j u 

— = A J u 
dt J 


V j 


sur Q 
sur Q 

sur Q, 


et par continuity on obtient 
d j u 

(16) —r = A J u V j sur H x [0, oo[. 

^ dt J 


On en deduit (8) en comparant (15) et (16) sur T x {0}. 
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Remarque 5. — Bien entendu, on peut obtenir une infinite de resultats de regularity pour u 
au voisinage de t = 0, moyennant des hypotheses intermediaires entre les hypotheses b) et 
c) du theoreme X.2. 


X.2. Principe du maximum 


Le resultat essentiel est le suivant : 

• Theoreme X.3. — Soit « 0 e L 2 (Q) et soit u la solution de (1) (2) (3). Alors on a 
Min {0, Inf i/ 0 } ^ u( x, t) ^ Max {0, Sup i/ 0 } V(x, t) e Q. 

Demonstration. — On utilise la methode des troncatures de Stampacchia. Soit 

K = Max {0, Sup u 0 } suppose < + oo. 
n 

On fixe une fonction G comme dans la demonstration du theoreme IX.27 et on pose 

G(ct) da, s e U. 


H(s) = 

Enfin on introduit la fonction 


<P(0 




H (u(x, t ) — K) dx 


On demontre aisement que cp a les proprietes suivantes : 


(17) 

<P e C([0, 

oo[; R), cp(0) = 

= 0, cp ^ 0 sur [0, oo [ 

(18) 


cpeC^QO, 

oo[; U) 

et 






du f 


<p'W = 

G(m(x, t) - K) 

0 

— (X, t) dx = 
ct Jq 

G(w(x, t) — K) Aw(x, t) dx 

r 


G'(w(x, r) - K)|Vn(x, t) | 2 dx ^ 0 

car G(w(x, t) — K) e Ho(Q) pour t > 0. 

II en resulte que cp' ^ 0 sur ]0, oo[ et par consequent cp = 0. Done, pour chaque t > 0, 
w(x, t) ^ K p.p. sur Q. 


• Corollaire X.4. - Soit u 0 e L 2 (Q) et soit u la solution de (1) (2) (3). 

(i) Si u 0 ^ 0 p.p. sur Q, alors u ^ 0 sur Q. 

(ii) Si u 0 g L°°(Q), alors u e L°°(Q) et 

(19) IMIl-0D < IMl«<o>- 

Corollaire X.5. — Soit u 0 e C(£l) n L 2 (Q) avec u 0 = 0 sur T ( 1 ). 

Alors la solution u de (1)(2)(3) appartient a C(Q). 


(*) Si Q est non borne on doit supposer de plus que u 0 (x) 0 quand |x| -*■ oo. 
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Demonstration du corollaire X.5. — Soit ( u 0n ) une suite de fonctions dans C*(ft) telle que 
u 0 „ -+ u 0 dans L 00 (Q) et dans L 2 (ft) (pour l’existence d’une telle suite, voir par exemple [EX]). 
D’apres le theoreme X.2 la solution u n de (1) (2) (3) qui correspond a la donnee initiale u 0n 
appartient a C°°(Q). D’autre part (voir theoreme VII.7) on sait que 

MO - “(0I L 2 (Q) < Kn - M oIl 2 (Q) W > 0. 

Enfin, grace a (19), on a 

\\ U n ~ M mllL x (Q) ^ IK* — w OmllL°°(Q)- 

Par consequent la suite (u n ) converge vers u uniformement sur Q, et done u e C(Q). 


On peut aussi aborder le principe du maximum d’un point de vue different. On 
suppose ici, pour fixer les idees, que Q est borne. Soit w(x, t) une fonction verifiant 

(20) u e C(ft x [0, T]) avec T > 0 

(21) u est de classe C 1 par rapport a t et de classe C 2 par rapport a x sur ft x ]0, T[ 

du 

(22) - Au ^ 0 sur ft x ]0, T[ (*). 


Theoreme X.6. — On fait les hypotheses (20) (21) et (22). Alors 

(23) Max u = Max u 

O x [0, T] P 

ou P = (ft x {0}) u (T x [0, T]) est la frontiere « parabolique » du cylindre ft x ]0, T[. 

Demonstration. — Posons a(x, t ) = w(x, t ) + e|x | 2 avec s > 0 de sorte que 

dv 

(24) -- Av ^ — 2eN <0 sur ft x ]0, T[. 


Montrons que _Max v = Max v; raisonnons par l’absurde : supposons que 
Q x [0, T] p 

_Max v = v(x 0 , t 0 ) avec (x 0 , t 0 ) e ft x [0, T] et (x 0 , t 0 ) £ P. 

Q x [0, T] 

Comme x 0 e ft et 0 < t 0 ^ T, on a 


(25) 

(26) 


Ay(x 0 , t 0 ) ^ 0 

dx) 

(*o> *o) ^ 0 


on a ^ (x 0 , t 0 ) = 0 si t 0 < T et ^ (x 0 , f 0 ) ^ 0 si t 0 = T ) ( 2 ). Combinant (25) et (26) on 


(*) Noter que Ton ne prescrit ni condition aux limites, ni condition initiale. 

( 2 ) Pour etre tout a fait rigoureux, il faudrait travailler sur ft x ]0, T'[ avec T # < T et ensuite faire 
tendre T' vers T. 
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obtient 


dv 

fit 


At;J(x 0 , t 0 ) ^ 0, ce qui contredit (24). Par consequent 
Maxu= Max v ^ Max u + sC, ou C = Sup |x| 2 . 

fix[0J] P P xeQ 


Comme u ^ v il vient Max u ^ Max u + eC Vs > 0; d’ou (23). 

fix[0,T] P 


X.3. L’equation des ondes 


Soit Q <= R N un ouvert de frontiere I. Comme precedemment on note 
Q = Q x ]0, oo[ et Z = T x ]0, oo[. Considerons le probleme suivant. Trouver une 
fonction w(x, t): ft x [0, oo[ -+ U telle que 


(27) 

(28) 

(29) 

(30) 


d 2 u 

dt 2 


Au = 0 


u = 0 

w(x, 0) = u 0 (x) 
du 

— (x, 0) = v 0 (x) 
dt 


sur Q 
sur £ 
sur Q 

sur Q 


d 2 


ou A = Y —- designe le Laplacien par rapport aux variables d’espace, t est la variable de 

i= 1 dxf 


temps et u 0 , v 0 sont des fonctions donnees. 


a 2 


L’equation (27) est appelee equation des ondes. L’operateur —- — A est parfois 

dt 2 

note □; c’est le d’Alembertien. L’equation des ondes est un exemple modele d’equation 
hyperbolique. 

Lorsque N = 1, Q = ]0, 1[, l’equation (27) modelise les petites ( A ) vibrations d’une 
corde qui n’est soumise a aucune force exterieure. Pour chaque t ^ 0, le graphe de la 
fonction xgQ i—» w(x, t) coincide avec la configuration de la corde a l’instant t. Lorsque 
N = 2, l’equation (27) modelise les petites vibrations d’une membrane elastique. Pour 
chaque t ^ 0, le graphe de la fonction xeQ i —> u(x,t) coincide avec la configuration de la 
membrane a l’instant t . De maniere generale l’equation (27) modelise la propagation d’une 
onde (acoustique, electromagnetique, etc.) dans un milieu elastique homogene Q c: [R N . 

L’equation (28) est la condition aux limites de Dirichlet; elle peut etre remplacee par la 
condition de Neumann ou l’une des conditions aux limites rencontrees aux chapitres VIII 
et IX. La condition u = 0 sur Z exprime que la corde (resp. la membrane, etc.) est fixee au 
bord T; la condition de Neumann exprime que la corde est libre a ses extremites. 

Les equations (29) et (30) traduisent l’etat initial du systeme : ce sont les donnees de 
Cauchy; la configuration initiate (on dit aussi deplacement initial) est decrite par u 0 (x) et la 
vitesse initiate est decrite par v 0 (x). 

Pour fixer les idees, on suppose dans toute la suite que Q est de classe C 00 avec T 
borne. 


( A ) L’equation complete est une equation non lineaire tres difficile a resoudre; l’equation (27) 
constitue une linearisation au voisinage d’une position d’equilibre. 
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• Theoreme X.7 (Existence et unicite). — On suppose que « 0 eH 2 (fi) n Hj(Q) et que 
v 0 g Hj(Q). Alors il existe une solution unique de (27) (28) (29) (30) avec 

(31) u e C([0, oo[; H 2 (Q) nHJ(Q)) nC'(ft <»[; Hj(Q)) n C 2 ([0, oo[; L 2 (fi)). 


De plus on a 
(32) 


du 


L z (0) 


+ l V «(*)l L 2(«) = I*’oI L 2 (£ j ) + |V«ol L 2 (Q) Vf > 0 (*). 


Remarque 6. — La relation (32) est une loi de conservation qui exprime que Penergie du 
systeme reste invariante au cours du temps. 

Ajoutons ici un resultat de regularity : 


Theoreme X.8 (Regularity). — On suppose que les donnees initiates verifient 


«o e H l (Q), 

ainsi que les relations de compatibilite 

v 0 eH k (Q) 

Vk 


"o = A "o = • • • = A '"o = 

... = 0 

sur r 

V j entier 

O 

II 

> 

O 

II 

II 

> 

o 

II 

... = 0 

sur T 

V j entier. 


Alors la solution u du probleme (27) (28) (29) (30) appartient a C°°(Q x [0, oo[). 


Demonstration du thLoreme X.7. — Comme au § X.l, on considere u(x, t) comme une 
fonction definie sur [0, oo[ a valeurs dans un espace vectoriel; plus precisement pour t ^ 0 
fixe u(t) designe Papplication x i—> «(x, t). On ecrit Pequation (27) sous forme d’un systeme 
du l er ordre ( 2 ): 



On applique maintenant la theorie de Hille-Yosida dans Pespace H = Ho(Q) x L 2 (Q) 


( A ) Precisons les notations 


du 

2 

* 

du 

T< {t) 

L 2 (fJ) . 

Q 

Td x ' l) 


dx, 


2 

/• N 

du: 

|Vm(0Il 2 (Q) = 

z 

n i= i 

IT (x ' *) 

OUi 


dx. 


( 2 ) C’est la methode habituelle qui consiste a ecrire une equation differentielle d’ordre k en t comme 
un systeme de k equations du l er ordre. 
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muni du produit scalaire 

(U 1 ,U 2 )= Viii Vu 2 dx + u { u 2 dx + v { v 2 dx 
Jq Jq Jq 

ou 

u '-C:) " u “& 

On considere l’operateur non borne A : D(A) c= H -► H defini par (35) avec 
D(A) = (H 2 (Q) n Him x Hj(O). 

Noter que la condition aux limites (28) a ete incorporee dans l’espace H; remarquer aussi 

du 

que grace a (28) on a automatiquement v = — = 0 sur E. 

dt 

Verifions que A + I est maximal monotone dans H. 


i) A + I est monotone; en effet si U = I 1 e D(A) on a 


(AU, U) H + |U| 2 h = - 


Vi? Vw - 


uv 4- 


I- 


A u)v -I- 


|Vw| 2 + 


J 


J 

r 


* 

uv + 

u 2 + 

v 2 + 

1 J 

* 

% 


|V«| 2 > 0. 


ii) A + I est maximal monotone. II sufiit de prouver que A + 21 est surjectif. Etant 


donne F = I ] e H, on doit done resoudre l’equation AU + 2U = F, e’est-a-dire le 
systeme 

(36) 


— v + 2u = f sur Q 

— Au + 2v = g sur Q 


u e H 2 (Q) n Hj(Q) et ve Hj(Q). 


— Aw + 4w = 2/+ g- 


On deduit de (36) que 
(37) 

Or l’equation (37) admet une solution unique u e H 2 (Q) n Hj(Q) (voir theoreme IX.25). 
On obtient ensuite reHj(fi) en posant v = 2u — f ; ce qui resout (36). 

Appliquant le theoreme de Hille-Yosida (theoreme VII.4) et la remarque VII.7 on 
voit qu’il existe une solution unique du probleme 


(38) 

avec 

(39) 


r du 

)-1- AU = 0 sur [0, 00 [ 

< df 


i 


U(0) = u 0 , 

UeC'([0, oo[; H) n C([0, oo[; D(A)) 


puisque U 0 = I 16 D(A). Interpretant (39) on obtient (31). 

\vj 
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Pour prouver (32) il suffit de multiplier (27) par ^ et d’integrer sur Q. Noter que Ton a 

dt 


d 2 u du 

—i-dx 

dt 2 dt 


_ld_ ' 
2 dt 


du 

~dt 


(*, t)\ 


dx 


et 


du 

(— Aw)— dx = 
dt 


Vw — (Vw) dx 
Q St 


-iif 

2 dt J Q 


|Vu| 2 dx. 


Remarque 7. — Lorsque Q est borne on peut utiliser sur Hj(Q) le produit scalaire j Vw x Vw 2 
(voir corollaire IX. 19) et sur H = Ho(Q) x L 2 (Q) le produit scalaire 

(Ui, u 2 ; 


VWi Vw 2 + 

V l V 2 

ou 

U, = (“') 

et 

a 

ii 

Jo 

Jn 


\vj 


\V 2 / 


Avec ce produit scalaire on a 
(AU, 


J, U) = - ’ 


c 

( U \ 

VvVu + (— A u)v - 0 

VU = 

\vj 


g D(A). 


On verifie aisement (voir [EX]) que 

i) A et — A sont maximaux monotones. 

ii) A* = — A. 

Done, on peut aussi resoudre le probleme : 
dU 


ou encore 


dr 

dU 

dr 


- AU = 0 sur [0, + oo[, U(0) = U 0 


•f AU = 0 sur ]-oo, 0], U(0) = U 0 ( J ). 


On retiendra enfin que la relation (32) s’ecrit 

|U(r)| H = |U 0 | H VreR; 

on dit que la famille {U(r)} reR est un groupe d’isometries sur H. 

• Remarque 8. — L’equation des ondes n’a aucun effet regularisant sur les donnees initiates 
— contrairement a Fequation de la chaleur. Pour s’en convaincre on peut considerer le cas 
ou Q = R. Le probleme (27) (28) (29) (30) admet une solution explicite tres simple : 


(40) u(x, r) 

En particulier si v 0 = 0, alors 


1 1 

- [«o(^ + t) + u 0 (x - t)] + - 


u 0 (s) ds. 


u(x, t) = 2 [“o(^ + 0 + u 0 (x - ()]■ 


(') Autrement dit le temps a un caractere reversible; noter le contraste avec Pequation de la 
chaleur. 
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II est clair que u n’est pas plus reguliere que w 0 . On peut meme preciser; supposons que 
u 0 e C°°([R\{x 0 }). Alors u(x, t) est C 00 sur U x U sauf sur les droites d’equation x 4- t = x 0 
et x — t = x 0 ; ce sont les caracteristiques issues du point (x 0 ,0). Les singularity se 
propagent le long des caracteristiques. 


Remarque 9. — Lorsque Q est borne le probleme (27) (28) (39) (30) peut etre resolu — 
comme l’equation de la chaleur — par decomposition sur une base Hilbertienne. On 
choisit, pour cela, une base (e,(x)) de L 2 (Q) constitute de fonctions propres de — A avec 
condition de Dirichlet c’est-a-dire - Ae t — X^i sur Q, e t = 0 sur T (noter que X t > 0). On 
cherche une solution du probleme (27) (28) (29) (30) sous la forme 


(41) 


u(x, 0 = £ a,(t)e,(x). 


On voit immediatement que Ton a necessairement 

a"(t) + Xfiiit) = 0; 

d’ou 

a ( (t) = a,(0) cos (>/^t) 4- -^=2 sin (y/xit). 

Les constantes a,(0) et aj(0) sont determines a partir des relations 
“oW = S "i(°) e iW et u 0 (x) = £ aj(0)e,(x); 


autrement dit, ce sont les composantes de u 0 et v 0 dans la base (e,). Pour l’etude de la 
convergence de la serie (41), voir par exemple Raviart-Thomas [1] ou Weinberger [1]. 


Demonstration du theoreme 8. - On reprend les notations de la demonstration du 
theoreme X.7. On verifie aisement par recurrence sur k que 


D(A fc ) 





U6H‘ +I (fi) et A j u = 0 sur T 

V 0 

1 - 1 

| (N 

1_1 

V/ 

J 

u 

v e H*(Q) et A J v = 0 sur T 

V 0 < j < 

~k 4- r 

-i] 

[ 

2 


En particulier D(A fc ) c= H fc + 1 (Q) x H fc (Q) avec injection continue. Appliquant le 

theoreme VII.5 on voit que si U 0 = ( 0 ]eD(A fc ), alors la solution U de (38) verifie 

MW 

U e C fc - J ([0, oo[; D(A')) V j = 0, 1, ... k; 

en particulier ueC k ~ j ([ 0, oo[; H J+1 (Q)) V/ = 0, l ... k. On conclut enfin, a l’aide du 
corollaire IX. 15, que sous les hypotheses du theoreme X.8 (c’est-a-dire U 0 e D(A fe ) V/c), 
alors u e C fc (Q x [0, oo[) V/c. 


Remarque 10. — Les relations de compatibility introduites au theoreme X.8 sont 
necessaires et suffisantes pour que la solution u du probleme (27) (28) (29) (30) appartienne 
a C°°(Q x [0, oo[) (meme raisonnement qu’a la remarque 4). 
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Remarque 11. — Les techniques utilisees au § X.3 restent valables pour l’equation de Klein- 
Gordon 

d 2 u 

(27) —- — A u + m u = 0 sur Q avec meU , m ^ 0 

dt 1 


Noter que Ton ne peut pas se ramener a (27) par le changement d’inconnu 
v(x, t) = e Xt u(x, t). 


Commentaires sur le chapitre X 


Commentaires sur l’equation de la chaleur 
1) Le theoreme de J. L. Lions 

Le resultat suivant permet d’etablir, dans un cadre abstrait tres general, l’existence et 
l’unicite d’une solution faible pour les problemes paraboliques. Ce theoreme joue un role 
comparable au theoreme de Lax-Milgram, pour les problemes paraboliques. Soit H un 
espace de Hilbert muni du produit scalaire ( , ) et de la norme | |. On identifie H et son 

dual. Soit V un autre espace de Hilbert de norme || ||. On suppose que V c H avec 

injection continue et dense, de sorte que 

VcHcV'. 


(voir remarque V.l). 

Soit T > 0 fixe; pour presque tout t e [0, T] on se donne une forme bilineaire 
a(t\ u, v) : V x V -► U verifiant les proprietes : 

(i) la fonction t i—> a(t;u, v) est mesurable Vu, t) e V, 

(ii) \a(t; u,v)\ ^ M\\u\\\\v\\ p.p. t e [0, T], Vu, v e V, 

(iii) a(t; v, v) ^ a||i;|| 2 — C|i;| 2 p.p. t e [0, T] VueV, 

ou a > 0, M et C sont des constantes. 


Theoreme X.9 (J. L. Lions). — Etant donnes f e L 2 (0, T; V') et u 0 e H, il existe une unique 
fonction u telle que 


u e L 2 (0, T; V) nC([0, T]; H) 


du 

< — (t), v> + «(*; u(t), r) = </(*), v> 

dr 

«( 0 ) = u 0 . 


du 

et — eL 2 (0, T; V') 

dr 

p.p. t e [0, T], Vv e V 


Pour la demonstration, voir Lions-Magenes [1] ou [EX]. 
Application : H = L 2 (Q), V = H^(Q) 

du 


a(t 


, ^ f , , du dv j _ f du r 

5 u > V ) = L a ij ( X ’ 0 T— “— dx 4- X a i( x > t) v - v ^ x + «o( x » t)uvdx 

i,j Jci dx t OXj i Jq dx t Jq 
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avec a u , a a 0 GL°°(Q x ]0, T[) et 

(42) £ fly (x, 0^4- > ot|4| 2 p.p. (x, t) 6 Q x ]0, T[, VI; g R N , a > 0. 

iJ 


On obtient ainsi une solution faible du probleme 


(43) 




^ du 

+ ? ai ^ + a ° M=/ 


u = 0 


u(x, 0) = U 0 (x) 


sur Q x ]0, T[ 

sur T x ]0, T[ 
sur Q. 


Moyennant des hypotheses supplementaires sur les donnees la solution de (43) est plus 
reguliere; voir les commentaires qui suivent. 


2) Regularite C 00 

On suppose ici que Q est borne et de classe C 00 . Soient a a f , a 0 e C°°(Q x [0, T]) 
verifiant (42). 


Theoreme X.10. — On suppose que u 0 e L 2 (Q) et que f e C°°(0 x [0, T]). Alors la solution u 
de (43) appartient d C°°(n x [s, T]) pour tout 8 > 0. 

Si de plus u 0 e C°°(Q) et {/, w 0 } verifient certaines relations de compatibility ( J ) sur T x {0}, 
alors u e C°°(0 x [0, T]). 

Pour la demonstration voir Lions-Magenes [1], Friedman [1], [2], Ladyzhenskaya- 
Solonnikov-Uraltseva [1] et [EX]; elle est basee sur des techniques d’estimations tres 
semblables a celles developpees au chapitres VII et X.l. 

Signalons qu’il existe une theorie abstraite qui generalise la theorie de Hille-Yosida 
du 

aux equations de la forme — (t) + A (t)u(t) = f(t ), ou, pour chaque t e [0, T], A (t) est 

dt 

maximal monotone. Cette theorie a ete developpee par Kato, Tanabe, Sobolevski et 
d’autres; elle est techniquement plus compliquee et moins facile a manier que la theorie de 
Hille-Yosida, voir Friedman [2], Tanabe [1] et Yosida [1]. 


3) Regularite L p et C 0,ot 

Considerons le probleme 


(44) 


du 

-A u=f 

dt J 

u = 0 

u(x, 0) = u 0 (x) 


sur Q x ]0, T[ 

sur T x ]0, T[ ( 2 ) 
sur Q. 


On suppose, pour fixer les idees, que Q est borne de classe C 00 . Commengons par un 
resultat simple. 


i 1 ) Nous n’explicitons pas ces relations; il s’agit de la generalisation naturelle de (8) (voir aussi la 
remarque 4). 

( 2 ) Bien entendu, on peut se donner une condition aux limites non homogene, m(x, t) = g(x, t) sur 
T x ]0, T[, mais pour simplifier on se restreint au cas ou g = 0. 
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Theoreme X.ll (Regularity L 2 ). — Etant donnes fe L 2 (Q x ]0, T[) et u 0 e Hq(Q), il existe 
une unique solution u de (44) telle que 

ueC([ 0, T]; Hj(O)) n L 2 (0, T; H 2 (Q) n Hj(Q)) 
et 

JeL 2 (0, T; L 2 (Q)). 

ot 


La demonstration est facile; voir Lions-Magenes [1] ou [EX]. Plus generalement, dans 
les espaces L p , on a le 


Theoreme X.12 (Regularity L p ). — Etant donnes f e L P (Q x ]0, T[) avec 1 < p < oo et 
u 0 = 0 (*) il existe une unique solution de (44) telle que 


u. 


du 

~dt 


du 

dx t ' 


dx { dx 


e L P (Q x ]0, T[) V i, / 


Theoreme X.13 (Regularity Holderienne). — Soit 0 < a < 1. On suppose que 
f e C a,ot/2 (Q x [0, T]) ( 2 ) et u 0 e C 2 + ot (Q) verifient les relations de compatibility naturelles 


Uq — 0 sur T et — A u 0 = f(x , 0) sur T. 
Alors (44) admet une solution unique telle que 


du du d 2 u 


w, — 


dt dxt dx t dxj 


e C a,a/2 (Q x [0, T]) V ij. 


Les demonstrations des theoremes X.12 et X.13 sont delicates (sauf pour le cas p = 2 
du theoreme X.12). Comme dans le cas elliptique (voir commentaires sur le chapitre IX) 
elles utilisent: 

a ) une formule de representation explicite de u a l’aide de la solution fondamentale de 

d 

Toperateur — — A; par exemple si Q = R et si / = 0, alors 

(45) w(x, t) = E(x - y, t)u 0 (y)dy = E * u 0 

Jr n 


(* est la convolution uniquement par rapport a la variable d’espace x) 
ou E(x, t) = (4tc 0~ n/2 e -|x|2/4 ', voir par exemple Folland [1]. 

b) une technique d’integrales singulieres. 

Voir Ladyzhenskaya-Solonnikov-Uraltseva [1] et Friedman [1]. En ce qui concerne le 
theoreme X.12 voir aussi Grisvard [1] (Section 9) et Stroock-Varadhan [1]; Brandt [2] (voir 
aussi Knerr [1]) presente une demonstration tres simple de la regularity Holderienne « a 
l’interieur » de Q x ]0, T[ (conclusion partielle du theoreme X.13). 

Moyennant des hypotheses supplementaires sur la differentiability de/on obtient plus 
de regularity pour u. On retiendra la « morale » suivante : en general, si u 0 = 0, tout se 
du 

passe comme si — et A u possedent independamment la meme regularity que /. 

dt 

Notons enfin que les conclusions des theoremes X.ll, X.12 et X.13 restent vraies si 


O Pour simplifier. 

( 2 ) C’est-a-dire \f(x l , t,) -f(x 2 , t 2 )\ < C(|x t - x 2 | 2 + |t, - t 2 |) a/2 Vx 1( , x 2 , t 2 . 
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Ton remplace A par 



avec des coefficients reguliers telles que 


(46) X a ij(x, t)E,£j Ss v|^| 2 Vx, t, Vi; e IR N , v > 0. 

*. J 

Pour le cas des coefficients irreguliers (a^e L°°(n x ]0, T[) verifiant (46), un theoreme 
difficile du a Nash-Moser affirme qu’il existe a > 0 tel que m g C a,a/2 (Q x [0, T]); voir 
Ladyzhenskaya-Solonnikov-Uraltseva [1]. 


4) Exemples d’equations paraboliques 

On rencontre des equations (et des systemes) paraboliques lineaires ou non lineaires 
dans de tres nombreux domaines : mecanique, physique, chimie, biologie, controle optimal* 
probability, etc. Signalons entre autres : 


i) Le systeme de Navier-Stokes 

Bu, £ dui dp 

— - A u, + X uj — =f, + — 

ot j= i GXj dx t 

* du t 

div u = y —^- = o 

1=1 dx t 

u = 0 

w(x, 0) = u 0 (x) 


sur Q x ]0, T[, 1 < i < N 

sur Q x ]0, T[ 

sur T x ]0, T[ 
sur Q, 


qui joue un role fondamental en mecanique des fluides, voir Temam [1] et les references 
citees. 

ii) Les systemes de reaction-diffusion. Ce sont des equations (resp. des systemes) 
paraboliques non lineaires de la forme 

—> 

— MA u = f(u) sur Q x ]0, T[ 
ot 

+ Conditions aux limites et donnee initiale 


ou u (x, t) est un vecteur a m composantes, M est une matrice diagonale m x m et 
est une application non lineaire. Ces equations modelisent des phenomenes 
qui apparaissent dans des secteurs varies : chimie, biologie, neurophysiologie, 
epidemiologie, combustion, genetique des populations, etc. Voir Fife [1] et les nombreuses 
references citees. 

iii) Les problemes de frontiere libre. Par exemple le probleme de Stefan decrit 
1’evolution d’un melange eau-glace; voir l’expose de Magenes [1] (qui contient de 
nombreuses references), Free Boundary problems [1] [2], Moving boundary problems [1] 
(et les references citees). 

iv) Les equations de diffusion interviennent en theorie des probability (mouvement 
brownien, processus de Markov, processus de diffusion, equations differentielles 
stochastiques, etc.); voir Stroock-Varadhan [1]. 
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v) Pour d’autres exemples de problemes paraboliques non lineaires voir D. Henry [1], 
Benilan-Crandall-Pazy [1], H. Brezis [2]. 

vi) Signalons enfin une utilisation originale de Pequation de la chaleur en theorie de 
l’indice de Atiyah-Singer, voir Gilkey [1]. 

5) Pour d’autres proprietes liees au principe du maximum voir Friedman [1], Protter- 
Weinberger [1], Sperb [1]. Par exemple on montre que si u est la solution de (1) (2) (3) avec 
u 0 ^ 0 et u 0 ^ 0 alors u(x, t) > 0, Vx g O, W > 0. Lorsque Q = U N cette propriete est 
evidente grace a la formule (45) de representation explicite. 


Commentaires sur Pequation des ondes 

6) Solutions faibles de Pequation des ondes 

On peut etablir l’existence et l’unicite d’une solution faible de Pequation des ondes 
(avec second membre/) dans un cadre abstrait tres general. Soient V et H deux espaces de 
Hilbert tels que V c H c V' (voir commentaire 1). Soit T > 0; pour chaque t e [0, T] on 
se donne une forme bilineaire continue symetrique a(t;u,v):V x V -► U telle que 

(i) la fonction t i—► a(t ; u, v ) est de classe C 1 , Vn, veV 

(ii) a(t ; v, v) ^ oc||t;|| 2 — C\v\ 2 , Vt e [0, T], VveV, a > 0. 

Theoreme X.14 (J. L. Lions). — Etant donnes f e L 2 (0, T; H), « 0 eV, v 0 eH i7 existe une 
unique fonction u telle que 

u 6 C([0, T]; V), ~ € C([0, T] ; H), ^ e L 2 (0, T; V') 

dr at 

< ^4 ^ v > + “M’ v ) = </(4 v> p.p . t e [0, T], Vv g V 

dr 

du 

"(0) = «0. . (0) = V 0 . 


Pour la demonstration du theoreme X.14 voir Lions-Magenes [1], 


Application. - V = Hj(Q), H = L 2 (fl) 

f du dv 

a(t ; u, v) = 2. a u( x ’ 0 a— a— dx + 

Jq i f j ox i dxj * 

avec (42) et 


a 0 u v dx 


a u, ]0,T[), 

On obtient alors une solution faible du probleme 

+ a 0 u = / 
(29) (30). 



<*ij = Vjn Vi, j. 


sur Q x ]0, T[ 


Noter que les hypotheses sur les donnees initiales ( u 0 g Hq(Q) et v 0 e L 2 (Q)) sont ici plus 
faibles qu’au theoreme X.7. Moyennant des hypotheses supplementaires sur f u 0 et v 0 
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(regularity et conditions compatibility ainsi que sur les coefficients a u , a 0 on etablit que u 
est plus reguliere; voir Lions-Magenes [1]. 

7) La theorie L p pour Fequation des ondes est delicate et encore mal connue. 

8) Principe du maximum 

Certaines formes tres particulieres du principe du maximum sont valables; voir 
Protter-Weinberger [1]. Par exemple, soit u la solution de (27) (28) (29) (30). 

(i) Si Q = R, u 0 ^ 0 et v 0 ^ 0, alors u ^ 0 

(ii) Si Q = (R 2 , u 0 = 0 et v 0 ^ 0, alors u ^ 0. 

Le point (i) resulte de la formule (40) de representation explicite. Une formule du meme 
type, mais plus compliquee, est valable pour Q = [R N ; voir par exemple Mizohata [1], 
Folland [1], Weinberger [1], Courant-Hilbert [1], Mikhlin [1] et [EX]. On peut en deduire le 
point (ii). 

Par contre on attire 1’attention sur les points suivants (voir [EX]): 

(iii) Si £2 = ]0, 1[, u 0 ^ 0 et t> 0 = 0 n’entrainent pas u ^ 0 

(iv) Si £2 = DR 2 , u 0 ^ 0 et v 0 = 0 n’entrament pas u ^ 0. 

9) Domaine de dependance. Propagation des ondes. Principe d’Huygens 

II existe une difference fondamentale entre l’equation de la chaleur et Fequation des 
ondes : 

a) Pour Fequation de la chaleur, Teffet d une petite perturbation initiate est ressenti 
immediatement partout, c’est-a-dire Vx e Q, Vt > 0. Par exemple on a vu que si u 0 ^ 0 et 
Uq ^ 0, alors m(x, t) > 0, Vx e Q, Vt > 0. On dit que la chaleur se propage avec une vitesse 
infinie (*). 

b) Pour Fequation des ondes on a un phenomene entierement different. Considerons, 
par exemple, le cas Q = U. La formule explicite (40) montre que n(x,7) depend uniquement 
des valeurs de u 0 et t> 0 dans Fintervalle [x — 7, x+i] 



On dit que Fintervalle [x — 7, x + 7] sur l’axe des x est le domaine de dependance du 
point (x,7). 

La meme propriete est encore vraie pour Q = U N (avec N ^ 2): w(x,7) depend 
seulement des valeurs prises par u 0 et v 0 dans la boule {x e [R N ; |x — x| < 7}. Cette boule 
(dans Fhyperplan [R N x {0}) est appelee le domaine de dependance du point (x,7); 


( ! ) Physiquement ceci n’est pas tres realiste ! Toutefois la formule de representation (45) montre 
qu’une perturbation initiale localisce au voisinage de x 0 a des effets tres negligeables au point (x, t) si t 
est petit et |x — x 0 | est grand. 
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geometriquement c’est Intersection du cone 

{(x, t) e U N x U ; |x — x| ^ 1 — t et t ^ 1} 

avec l’hyperplan U N x {0}. Cette propriete peut s’interpreter physiquement comme suit : 
les ondes se propagent avec une vitesse au plus egale a 1 (*). Un signal localise dans le 
domaine D a l’instant t — 0 ( 2 ) affecte le point xeU N uniquement a partir de l’instant 
t ^ dist (x, D) (pour t < dist (x, D) on a w(x, t) = 0). 

Lorsque N > 1 est impair — par exemple N = 3 — on a une propriete encore 
plus frappante : u(x,t) depend seulement des valeurs de u 0 et v 0 ( 3 ) sur la sphere 
{x e R N ; |x — x| = t}. C’est le principe d’Huygens. Physiquement, il exprime qu’un signal 
localise dans le domaine D a l’instant t = 0 est observable au point x e U u uniquement 
pendant le laps de temps [t 1 ,t 2 ]out 1 = Inf d(x, y) et t 2 = Sup d(x, y). Apres l’instant t 2 le 

j»eD yeD 

signal a cesse d’avoir un effet au point x. 

Au contraire, en dimension N paire (par exemple N = 2), l’effet du signal persiste 
pour tout t > t x ( 4 ). 


Application musicale. Un auditeur place dans U 3 a une distance d d’un instrument de 
musique ( 5 ) entend a l’instant t uniquement la note jouee a l’instant t — d et rien 
d’autre! ( 6 ). 

Pour plus de details sur le principe d’Huygens le lecteur pourra consulter Courant- 
Hilbert [1], Folland [1], Garabedian [1], Mikhlin [1]. 


( A ) La vitesse 1 intervient a cause de la forme normalisee de l’equation des ondes. Certains 

d 2 u 

lecteurs prefereront travailler avec l’equation — - - c 2 Au = 0 pour faire jouer a la vitesse c un role 
privilegie. 

( 2 ) C’est-a-dire une donnee initiale u 0 , v 0 a support dans D. 

( 3 ) Et de certaines de leurs derivees. 

( 4 ) Cet effet s’amortit avec le temps, mais il ne disparait jamais completement. 

( 5 ) Suppose de dimension negligeable. 

( 6 ) Alors que dans IR 2 il entendrait une combinaison ponderee de toutes les notes jouees dans 
l’intervalle de temps [0, t — d]. 
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